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Dies ist die Umsetzung meiner Vorlesungsmitschrift zu Einfithrung in die Funktionalanalysis, gehalten
im Sommersemester 2014 an der TU Graz, in BTEX.

Nach etlichen Wochen Arbeit (darunter die Hilfte meiner Sommerferien) und etwa 3000 Zeilen
TEX-Code ist das Skriptum nun endlich fertiggestellt.

Mit (x) markierte Abschnitte sind Sitze, Beispiele etc., die auf diese Art und Weise nicht in der
Vorlesung vorgekommen sind, ich aber wichtig oder interessant finde.

Der Vorlesungsbeginn (Motivation, Ziel der Funktionalanalysis), also die ersten paar Seiten in der
Vorlesungsmitschrift, wurden ausgelassen.

Die anféinglichen Themen (Topologische und Metrische Rdume) besitzen eine stark geéinderte Rei-
henfolge, um einem strukturierten Aufbau gerecht zu werden.

Nach Moglichkeit wurden die Voraussetzungen in gewissen Sétzen abgeschwiicht (beispielsweise
normierter Raum statt Banachraum).

Ich schreibe nicht blind von meiner Mitschrift ab. Ich bin darum bemiiht, alle Formulierungen, Be-
weise, etc. nachzuvollziehen, Zwischenschritte oder auch manche ausgelassenen Beweise zu ergénzen
sowie eventuelle Fehler zu korrigieren. Deshalb sind mache Abschnitte, Séatze, Beweise leicht anders,
als in der Vorlesung behandelt.

Ankniipfend an den vorherigen Punkt mochte ich betonen, dass es keine huntertprozentige Garantie
fir die Richtigkeit meines Skriptums gibt. Ich rufe alle Leser dieses Skriptums dazu auf, sich selbst
von der Richtigkeit der Sétze, Lemmata, Korollare, Beweise und Beispiele zu iiberzeugen.

Fragen, Wiinsche, Fehler gefunden? Soll ich die Reihenfolge genau so lassen wie in der Vorlesung?
Soll ich einen Beweis ausfiihrlicher formulieren? Soll ich am Layout noch Anderungen vornehmen?
Bitte eine E-Mail an: bernhard.gsell@student.tugraz.at
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1 Topologische Raume

Definition 1
Sei X # () eine Menge. Sei T C P(X) Teilmenge der Potenzmenge von X . Gelten folgende Eigenschaf-
ten:

(1) X,0eT
2 UVeT -UnNVeT
(3)

3 U, eT (firiel) — |JU;, €T (wobei I beliebige Menge ist)
i€l

Dann heifit 7 Topologie auf X. Das Tupel (X, 7T) heilt topologischer Raum.

Eine Teilmenge M C X heifit offen, falls M € T. Sie heiBt abgeschlossen, falls M¢ := X\ M offen
ist.

Fiir ein z € X heifit U € T offene Umgebung von x, falls z € U.

Eine Topologie ist also eine einfache Auswahl an Teilmengen von X, die wir als offen bezeichnen.

Dabei soll gelten: Die gesamte Menge X und die leere Menge @) sind offen, endliche Durchschnitte offener
Mengen sind offen und beliebige Vereinigungen (auch iiberabzihlbare) offener Mengen sind offen.

Beispiel 1
Folgende Tupel sind topologische Réume:

e X beliebig, (X, P(X)) diskrete Topologie (alle Teilmengen sind offen, grofftméglicher topologischer
Raum)

e X beliebig, (X, {0, X}) indiskrete Topologie (kleinstméoglicher topologischer Raum)
e X ={0,1}, 7 = {0,{0},{0,1}} Sierpinski-Raum
e X =N, T={ACN]| A ist endlich } U {0} Kofinite Topologie

Definition 2
Sei (X, T) topologischer Raum. Sei (x,,)neny € XN eine Folge in X und sei # € X. Gelte:

VU € T(mit € U) INENVR>N: 2, €U

Dann heifit (x,,)nen konvergent gegen 7.

In Worten ausgedriickt: Eine Folge konvergiert gegen den Wert Z, falls in jeder offenen Umgebung von &
fast alle (also alle bis auf endlich viele Ausnahmen) Folgenglieder enthalten sind. In allgemeinen topolo-
gischen Rédumen kann dieser Konvergenzbegriff seltsame Formen annehmen:

Beispiel 2
Wir betrachten eine beliebige Menge X und {iiberlegen uns, wann eine Folge in der diskreten Topologie
(X,P(X)) konvergiert.

Fiir ein beliebiges € X ist {z} eine offene Umgebung von z. Fiir eine Folge, die gegen x konvergiert,
muss also gelten, dass fast alle Folgenglieder in dieser Umgebung enthalten sind. Dabei besteht diese
Umgebung nur aus dem Element z selbst, es miissen also fast alle Folgenglieder konstant = sein.

Die einzigen Folgen, die somit in diesem Raum konvergieren, sind jene, die bis auf endlich viele Folgen-
glieder konstant sind.

Beispiel 3 (*)
Wir betrachten eine beliebige Menge X und iiberlegen uns, wann eine Folge in der indiskreten Topologie
(X,{X,0}) konvergiert.
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Betrachten wir eine beliebige Folge und einen beliebigen Wert x, so ist die einzige offene Umgebung von
x die gesamte Menge X selbst. Trivialerweise sind fast alle (genauer gesagt tatséichlich alle) Folgenglieder
in dieser offenen Umgebung enthalten. Dies erfiillt genau die Definition der Konvergenz.

In diesem Raum konvergiert also jede beliebige Folge gegen jeden beliebigen Wert. Insbesondere muss
der Grenzwert einer konvergenten Folge nicht eindeutig bestimmt sein.

Definition 3
Sei (X, T) topologischer Raum. Sei A C X.

o a € A heifit innerer Punkt von A :&
JeT mtacU: UCA

z € X heifit Berithrungspunkt von A :&
YUeT (mitzeU) : UNA#D

A=1Int(A) :={a € A aist innerer Punkt von A} heift das Innere von A
Ext(A) := Int(A°) heift das AuBere von A
A= (Ext(A))° = (Int(A))% heiflt der Abschluss von A

Korollar 1
Sei (X, T) topologischer Raum. Sei A C X. Es gilt:

o Aistoffetn & A=A
A ist abgeschlossen < A = A

o Aist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von A

e A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von A

Definition 4
Sei (X, T) topologischer Raum. Sei A C X. Dann heifit die Menge

OA = A\A = (Int(A) U Ext(A))°
der Rand von A.

Definition 5
Sei (X, T) topologischer Raum. Seien A, B C X

e A heiit dicht in B, falls B C A.
e A heifit dicht (beziiglich des topologischen Raumes), falls A = X.
e A heifit nirgends dicht, falls Fxt(A) dicht ist.
e X heiflt separabel, falls eine abzihlbare dichte Menge existiert.
Korollar 2 (*)
Sei (X, T) topologischer Raum, seien A, B C X. Es gilt:
Aliegt dicht in B< Voe BYU € X (mitbeU) : UNA#0D

Beweis. Wir formulieren die Definition um:

ADB & (Int(A°)° > B & Int(A°) Cc B¢ &
Alle inneren Punkte von A® liegen in B¢ &

Kein innerer Punkt von A® liegt in B <

Vb€ B : bist nicht innerer Punkt von A &
Vo€ BYU €T (mitbeU) : —(Uc AY) &
Voe BYU €T (mitbeU) : UNA#(
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Lemma 1

Sei (X, T) topologischer Raum, sei A C X. Es gilt:

A ist nirgends dicht & A = 0.

In Worten: Die Menge ist nirgends dicht, genau dann wenn das Innere ihres Abschlusses leer ist.

Beweis. X = Ext(A) = Int(AC) = (A)¢ = (Int((ZC)C))C = (Int(A))¢ = (

AC & A=10 O
Definition 6

Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Raume, sei f : X — Y eine Funktion. Gelte:

YUeTy : f7YU) e Tx

Dann heifit { stetig.

In Worten: f ist stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind.

Definition 7
Wir legen folgende Klassifizierungen fiir topologische Raume fest. Sei (X, T) topologischer Raum. Dieser
heifit

e T oder auch Kolmogorov-Raum, falls:
Ve,y€e X(mit x £y) W eT: (e €cUANyeU)V(xgUAyelU)
e T1-Raum, falls:
Ve,ye X(mit x £y) U, VET : 2€eUNcgVAyEdUANyeV
e T, oder auch Hausdorff-Raum, falls:
Ve,ye X(mitx £y) U, VeT : xeU ANyeV AUNV =0
o T} 1 oder auch Urysohn-Raum, falls:
Ve,y€ X(mit v £y) U,VET : x€U AyeV AUNV =0
e T3 -Raum oder auch reguliarer Raum, falls:
VF C X abgeschlossen Vy e X\F U,V eT : FCU ANyeV AUNV =0
e T31 oder auch Tilchonovraum, falls:
VEF C X abgeschlossen Vy € X\F 3f:X — [0,1] stetig : flp=0 A f(y)=1
e Tj-Raum oder auch normaler Raum, falls:

VF,G C X (mit F,G abgeschlossen und FNG=0)3U,VeT : FCUANGCV AUNV =0

Diese Raume sind jeweils Spezialfélle der in der Liste dariiberstehenden Réume, also: Jeder T4-Raum ist
auch T 1 -Raum, jeder T 1 -Raum ist auch T5-Raum und so weiter.

Korollar 3
Sei (X, T) ein Hausdorff-Raum. Dann ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

Beweis. Indirekt. Sei (z,,)neny Folge in X und seien z,y € X, x # y Grenzwerte dieser Folge. Da (X, T)
Hausdorff-Raum ist, gilt:

W, VeT :UNV=0zecUundyeV.

Nach Definition der Konvergenz sollen fast alle Folgenglieder x,, sowohl in U, als auch in V liegen, was
nicht moglich ist, da die beiden Mengen disjunkt sind. Widerspruch! O
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2 Metrische Riaume

Definition 8

Sei X # () eine Menge. Sei d : X x X — R eine Abbildung. Gelten folgende Eigenschaften:
(1) Ve,y € X 1 d(z,y) 2 0A (d(x,y) =0« 2 =y) (Positivitit)

(2) Vz,y € X :d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(3) Vz,y,z € X :d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)

Dann heifit die Funktion d Metrik auf X und das Tupel (X, d) heifit metrischer Raum.

Ein metrischer Raum ist in Worten beschrieben eine Menge, auf der ein Abstandsbegriff eingefiihrt wird,
dh. je zwei Elementen der Menge wird eine nichtnegative reelle Zahl als Abstand zugeordnet.

Man beachte, dass eine Menge X alleine kein metrischer Raum ist, da eine Metrik d dazu angegeben
werden muss. Dennoch ist es iiblich, vom metrischen Raum X zu sprechen, falls sich die zugehorige
Metrik aus dem Kontext ergibt.

Definition 9
Seien (X,dx) , (Y,dy) metrische Rdume. Sei ¢ : X — Y eine bijektive Abbildung. Gelte:

Vo,y € X dx(x,y) = dy (¢(x), ¢(y))
Dann heifit ¢ isometrische Bijektion und die Rdume (X, dx) und (Y, dy) heiflen isomorph.

Beispiel 4
Mit X =R und d(z,y) = |x — y| ist (X, d) metrischer Raum.

Beispiel 5
Sei X = R" fiir ein n € N. Fiir = (21, ..7) T,y = (y1, .-.yn) T € X legen wir fest:

n P
o dy(z,y) = (Z |xg — yk|p> (wobei 1 < p < 00) heifit die p-Norm
k=1
o doo(z,y) = max {|zx — yx|} heifit Maximumsnorm bzw. co-Norm

Diese Funktionen sind wohldefinierte Metriken auf X. Die erforderlichen Eigenschaften sind leicht nachzu-
priifen, lediglich die Dreiecksungleichung der p-Norm bedarf einer ausfiihrlicheren Behandlung (Stichwort
Minkowski-Ungleichung).

Definition 10
Sei (X, d) metrischer Raum. Sei ¢y € X und € > 0. Wir definieren:

e B(zo,€) :={y € X | d(y,z0) < €} heifit die offene Kugel mit Mittelpunkt zy und Radius e.

o B(xg,€) := {y € X | d(y,79) < €} heiBt die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt zq und
Radius e.
Definition 11
In einem metrischen Raum (X, d) heifit eine Menge U C X offen, falls gilt:

VueU Je>0: Blu,e) CU

Es ldsst sich leicht zeigen, dass im metrischen Raum die wie oben definierten offenen Kugeln tatséichlich
offen sind und die Menge der offenen Mengen eine Topologie bilden. Eine Metrik induziert also eine
Topologie auf der Menge X. Dementsprechend lassen sich alle Begriffe, die wir fiir topologische Raume
definiert haben, auch auf metrische Rdume iibertragen (beispielsweise die Definition der Konvergenz einer
Folge).

Jeder metrische Raum ist mindestens T5- bzw. Hausdorff-Raum. Das heifit insbesondere, dass Tp und
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T1-Réume, die keine T5-Réaume sind, nicht durch eine Metrik induziert werden kénnen.

Beispiel 6
Wir betrachten als metrischen Raum die rationalen Zahlen Q mit der gewohnlichen Betragsmetrik
d(x,y) = |r — y|. Die Menge M = ] —+/2,4/2[ N Q ist eine Teilmenge von Q, die offen und zugleich

abgeschlossen ist. Offenheit und Abgeschlossenheit schlieBen sich also nicht einander aus.

Definition 12
Sei (X, d) metrischer Raum.

e Sei 2 = (zn),cy € X" eine Folge in X. Gelte:
Ve >0dN eNVn,m > N :d(xp, Tm) <€

Dann heifit (z,,) Cauchy-Folge.

neN

e Der Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge von X konvergiert.
Korollar 4 (*)
Fiir einen metrischen Raum gilt folgendes:
(1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
(2) Jede konvergente Folge ist auch Cauchy-Folge.

(3) Ist der metrische Raum vollstéindig, so ist eine Folge konvergent genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

Beweis. (1). Folgt daraus, dass metrische Rdume Hausdorff-Réume sind.

(2). Gelte li_>m d(xpn, o) = 0. Fiir n,m € N gilt :
A( @, Tm) < d(Tn, Too) + d(Too, Tm) — 0 falls n,m — o0

(3). Folgt aus der Definition der Vollstindigkeit und dem vorherigen Korollar.

Satz 1 (*)
Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann sind #quivalent:

(1) f ist stetig.

(2) Voo € XVe>030 >0Vr € X : dx(z,20) <6 = dy(f(x), f(z0)) < e (Epsilon-Delta-Kriterium)
(3) @n = xo = f(zn) — f(xo) (Folgen-Kriterium)

Satz 2 (*)

Sei (X, T) topologischer Raum. Sei A C X. Dann gilt:

A ist abgeschlossen = V(z,)nen € AN konvergent in X mit Grenzwert 7€ X : T € A.

Falls es sich um einen metrischen Raum handelt, gilt auch die Umkehrung.

Beweis. 7=".

Indirekt. Sei (2,,)nen Folge in A mit einem Grenzwert Z ¢ A. Also 7 € AC.

Laut Annahme ist A abgeschlossen, also A® offen. A ist somit offene Umgebung von Z.

Nach Definition der Konvergenz liegen fast alle x,, in dieser offenen Umgebung des Grenzwertes: In €
N : z, € A®, also z,, € A. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass die gesamte Folge in A liegt.

Falls (X,7T) durch eine Metrik induziert wird: ”<".
Wir nehmen an, dass A nicht abgeschlossen, daher A nicht offen ist. Es gibt also ein T € A® so dass
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jede offene Kugel um Z keine Teilmenge von A€ ist:

vneN : Bz, 1) ¢ A¢

= Vn € N 3Jz,, € B(z, %) N A. Diese Folge (z,)nen liegt nach Konstruktion ganz in A und konvergiert
gegen T, welches nicht in A liegt.

Falls A also nicht abgeschlossen ist, finden wir eine Folge in A, deren Grenzwert nicht in A liegt. Das
Umkehren dieser Implikation liefert die Behauptung. O

Die Umkehrung im obigen Satz gilt im Allgemeinen nicht fiir alle topologischen Ridume (sie gilt aber
allgemeiner fiir jene topologischen Riume, die das sogenannte erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen).

Korollar 5
Sei (X, d) metrischer Raum. Sei A C X.

x € X ist Beriihrungspunkt von A < Vr >0: B(xz,r)NA £

Dies ist eine blole Umformulierung der Definition von Beriithrungspunkten speziell fiir metrische Raume.

Definition 13
Sei (X, d) metrischer Raum. Sei A C X.

o o € A heifit isolierter Punkt in A :&
Ir>0: Bla,r)NA={a}

e z € X heifit Haufungspunkt in A4 :&
Vr>0 : (B(a,r)NA)\{a} #0

Anders formuliert ist ein Haufungspunkt ein nicht isolierter Beriihrungspunkt.

Beispiel 7 (*)
Es sei X = {a,b} gegeben. Auf dieser Menge sei die Metrik

d(z,y) = {1, falls x # gy
0, fallsx =y
definiert. Wir bilden den Abschluss der offenen Einheitskugel von a mit Radius 1: B(a,1) = {a}. Da in
dieser Metrik die Menge {a} abgeschlossen ist, ist sie gleich dem Abschluss:
B(a,1) = {a} = {a}
Dem gegeniiber steht die abgeschlossene Einheitskugel:
B(a,1) = {a,b}
Im Allgemeinen stimmen also in metrischen Rdumen die abgeschlossene Kugel und der Abschluss der
offenen Kugel nicht iiberein.

Beispiel 8
Wir bilden den Rand einiger Mengen:
e Sei X =R, v € X, A= {z}. Es sind:
A=0und A= {z}, damit also : 0A = {z}\D = A4
Der Rand einer reellen Zahl ist somit sie selbst.

e Sei wieder X =R und nun A = Q. Es sind:
A=0und A =R, also 0Q =R
Der Rand von Q ist also R.

e Sei X =Q, A=]-+2,v/2[N Q. Da A offen und abgeschlossen ist, gilt: 04 = A\ A = §.
Der Rand dieser Menge ist also leer.

Die Vollsténdigkeit eines metrischen Raumes ist eine starke und praktische Eigenschaft, auf die man nicht
verzichten will. Falls ein metrischer Raum nicht vollstdndig ist, kann man, frei nach dem Motto ”Was
man nicht hat, das konstruiert man sich” folgende Methode verwenden, um aus diesen einen vollsténdigen
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Raum zu konstruieren.

Definition 14
Seien (X, d), (X, d) metrische Rdume. Gelten folgende Eigenschaften:

(1) 3¢p: X = X Va,y € X : d(z,y) = d(¢(z), d(y)) (¢ heiBt isometrische Einbettung)
(2) ¢(X) liegt dicht in X ,daher VZ € X 3(xp)nen € XV : d(2,) — &

(3) (X,d) ist vollstéindig

Dann heiBt (X, d) Vervollstindigung des Raumes (X, d).

Satz 3
Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollsténdigung.

Beweis. Es sei (X, d) metrischer Raum. Wir konstruieren eine Vervollstindigung. Hinweis zur Notation:
Wir schreiben kurz (z,) := (25 )nen fiir Folgen, falls der Folgenindex offensichtlich ist.
Es sei C = {(x,) € XV | (x,,) ist Cauchy-Folge} die Menge aller Cauchy-Folgen in X.

Weiters sei nun eine Aquivalenzrelation definiert:

(#n) ~ (yn) & Tim d(zn, yn) = 0 und [(zn)] = {(yn) € C | (2n) ~ (yn)}

Wir bilden X = C|~ die Menge aller Aquivalenzklassen und definieren als Metrik:
() [(5) = Jim_d(n, yn)

In Worten ausgedriickt betrachten wir hier zwei Cauchy-Folgen als dquivalent, falls der Abstand ihrer
Glieder beliebig klein wird, also die Glieder beider Folgen sich immer weiter annédhern.

Weiters definieren wir als gewiinschte isometrische Einbettung jene Funktion, die jeden Wert aus X auf
seine konstante Folge abbildet: ¢(x) = (z)nen (fiir x € X).

Damit bildet (X,d) eine Vervollstindigung.

Zur Rechtfertigung sind nun nicht nur die Eigenschaften der Vervollstéindigung nachzuweisen, sondern es
ist auch sicher zu stellen, dass die definierten Objekte tatsédchlich wohldefiniert sind:

(i) ~ ist Aquivalenzrelation

(ii) d ist eine wohldefinierte Funktion (nlin;o d(zy, yn) existiert fiir Cauchy-Folgen und d ist unabhéingig
vom Représentanten)
(iii) d ist Metrik auf X
und anschlieBend: (X, d) ist Vervollstindigung von (X,d) (insbesondere ist die Funktion ¢ tatséichlich
eine isometrische Einbettung wie behauptet).

(i) ist einfach zu zeigen

(ii) Die Verwendung der gewohnlichen und umgekehrten Dreiecksungleichung ergibt:
(T Yn) = d(@s Ym)| = [d(@ns Yn) — A @0, Ym) + AT,y Ym) — ATy Y )|
< |d(@n, yn) — d(@n, Ym )| + (@0, Ym) — A(@ms Ym)| < d(Yns Ym) + d(T5, Tm) — 0.

Damit ist (d(zn, yn))nen Cauchy-Folge in R und somit konvergent.

Seien (2,) ~ (Zn) und (yn) ~ (In).

(T Yn) = d(Zns Gn )| < |d(@n, Yn) =A@y Gn) |+ 1d( @0, ) — ATy G )| < 1Yy Gn) — d(@0, Tr)| — 0
Somit ist

(). () = i d(z) = T dEs.Ga) = d({(E)] 1G]

und d unabhéngig von den Représentanten ihrer Klassen.

(iii) Folgt aus der Definition von d und aus den Grenzwertsiitzen.
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Nun zeigen wir, dass (X , ci) die drei Punkte der Definition der Vervollstdndigung erfiillen.

(1) Mit der oben beschriebenen Abbildung ¢ gilt fiir z,y € X trivialerweise:
A(0(), 6(9)) = d((x)nen, W)nen) = lim d(z,y) = d(a,y)
¢ ist also eine isometrische Einbettung.

(2) Sei [(xn)nen] € X gegeben. Ebenjener Repriisentant (2n)nen dieser Klasse ist eine Cauchy-Folge in

X. Es gilt also: lim d(¢(z,), [(zx)ren]) = lim lim d(z,,z;) = 0. Damit liegt ¢(X) dicht in X.
n— oo

n—00 k—o00

(3) Wir wollen zeigen, dass (X,d) vollstindig ist. Sei also [(x,g"))keN]neN Cauchy-Folge in X . Man
beachte, dass es sich hier um eine Folge von Folgen handelt. Fiir ein gewéhltes fixes n € N ist
(x,(cn))keN ein Element aus X (somit eine Cauchy-Folge in X).

Es gelte also: Ve > 0 IN € NVn,m > N : J((x,(cn))keN, (:cém))keN) <e

Wegen der Dichtheit ist es moglich, eine spezielle Folge zu konstruieren:
Ve N 3y, € X ¢ d(6(yn), [ ren)) < &

n

Fiir n,m — oo folgt aus der Dreiecksungleichung;:

d(Ym,yn) = d(@(ym), d(yn)) i
< d(d(ym), (@ en])) + A end, (@ ken]) + (@) ren], (yn)) = 0.

Damit ist (yx)ren Cauchy-Folge, insbesondere gilt [(yx)ren] € X.
Schlussendlich gilt mit n — oco:
d({(ge)ken): [ renlnen) < d({(yn)xen], $(wn) +d(d(yn), (@ kewlner) < Jim d(ye,ya)+% = 0.
Damit ist [(yx)xen] der gesuchte Grenzwert. Da also jede Cauchy-Folge in X einen Grenzwert besitzt,
ist der metrische Raum (X, d) vollsténdig.

O

Nun wollen wir den Satz von Baire behandeln.

Lemma 2
Der Durchschnitt endlich vieler offener dichter Mengen ist wieder offen und dicht.

Definition 15
Ein topologischer Raum heiffit Baire-Raum, falls jeder abzihlbare Durchschnitt von offenen dichten
Mengen dicht ist.

Definition 16
Fiir topologische Rdume legen wir fest:
e Der abzéhlbare Durchschnitt von offenen Mengen heifit Gs-Menge.
e Die abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen heifit F,-Menge.

Korollar 6
In einem Baire-Raum ist der abzédhlbare Durchschnitt von dichten Gs-Mengen wieder dicht.

Definition 17
Sei (X, T) topologischer Raum.
e Gelte: 3M; abzihlbar viele nirgends dichte Mengen : X = |J M;
i€N
Dann heifit X von 1. Kategorie.

e Sonst heifit X von 2. Kategorie.

Satz 4 (Satz von Baire)
Jeder vollstandige metrische Raum ist ein Baire-Raum.
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Beweis. Sei (X, d) vollstdndiger metrischer Raum. Sei (U;);en Folge offener dichter Teilmengen von X

und D = () U;.
ieN

Sei xp € X und €y > 0 beliebig. Wir wollen nun zeigen, dass B(xg,€p) N D nicht leer ist (gilt dies fiir
beliebige g und €g, so folgt daraus, dass D dicht ist).

Wir konstruieren induktiv fiir n € N:

U, ist dicht und offen, also ist die Menge B(z,—1,€,—1) N U, offen und nicht leer. Somit:
dx, € B(xp—1,€n—1) N Uy T, >0 :

€n < %en_l und B(zp,€,) C B(wp_1,6,-1) N Uy

Damit gilt Vn € N : B(x,,€,) C B(xo,60) NU1NUz N+~ NU, und €, < 2%60

Nun gilt fiir die Folge (zn)nen : m > n = d(z,,zm) < 2%60, sie ist somit also Cauchy-Folge und
besitzt einen Grenzwert ... Da fiir fixiertes n gilt, dass Vm > n : 2, € B(z,,¢€,), gilt wegen der
Abgeschlossenheit auch Vn € N : zo, € B(zy,€,). Also:

Zoo € Blzg,e0) NU1 NU2N---NU, fiir alle n und im Grenziibergang

Too € B(xo,eo)mUl NU;N--- = B(mo,EO) NnD

Die Menge B(zg, €y) N D ist also nicht leer, was zu zeigen war.

Satz 5 (Baire’scher Kategoriensatz)
Jeder vollstdndige metrische Raum ist von 2. Kategorie.

Beweis. Indirekt. Sei (X, d) vollstindiger Raum 1. Kategorie. Es gilt nach Annahme: X = J A,, wobei
neN
A, nirgends dicht.

Die Mengen (A,,)¢ = Int(AS) = Ext(A,) =: U, sind offen und dicht. Nach dem Satz von Baire ist also
ihr Durchschnitt dicht. o o

N v, = ﬂ(An)C:(U An) c (U An) — XC =,

neN neN neN neN

Die leere Menge ist aber nicht dicht. Widerspruch!

O
Der Kategoriensatz ldsst sich gut fiir nicht konstruktive Existenzbeweise verwenden. Nicht konstruktiv

bedeutet in diesem Sinne, dass der Beweis zwar die Existenz eines mathematischen Objekts belegt, aber
aus ihm nicht hervorgeht, wie dieses Objekt genau aussieht oder sich konstruieren l&sst.

Beispiel 9
Wir wollen zeigen, dass eine stetige Funktion auf dem Intervall [0, 1] existiert, die in keinem Punkt diffe-
renzierbar ist. Wir betrachten also den vollstdndigen metrischen Raum (C[0, 1], - |loc). Es sei

A, ={fecC0,1]|3ze[0,1 - L vae(0,L) : L)) <y

Diese Mengen sind nirgends dicht. Weiters enthilt die Vereinigung D = |J A, alle Funktionen, die
neN
in zumindest einen Punkt rechtsseitig differenzierbar sind. Da C[0, 1] sich nach obigem Satz nicht als

abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen schreiben lisst, ist D C C[0,1]. C[0, 1] muss also eine
Funktion enthalten, die nirgends rechtsseitig differenzierbar, also insbesondere nirgends differenzierbar
ist.

Beispiel 10
Wir betrachten den metrischen Raum (Q, d), wobei d die gewohnliche Betragsmetrik ist. Da @Q abzihlbar

ist, konnen wir Q darstellen als Q = |J {¢»}, wobei ¢, € Q. Da ein einzelner Punkt nirgends dicht ist,
neN
erhalten wir, dass Q als abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen dargestellt werden kann. Q ist

also von 1. Kategorie und kann damit nicht vollstdndig sein.
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Definition 18
Sei (X, d) kompakter metrischer Raum. Sei C' C X.

C heifit kompakt, falls gilt:

V(U)i, €T mit Cc Y U; Ine€Niy,....ine€l: CC | U,
i€l k=1

In Worten: C' ist kompakt, falls jede offene Uberdeckung von C eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Satz 6
Sei (X, d) metrischer Raum. Sei C' C X. Folgende Aussagen sind dquivalent:

e (' ist kompakt.
e Y(z,) € CN I(ny) Indexfolge, z € C : klim Ty, = 2.
—00
In Worten: Jede Folge in C besitzt eine Teilfolge, die in C' konvergiert.
e (' ist vollstdndig und total beschriankt, daher:
Ne
Ve>03zy,...2,, € C : CC | B(wi,e)
i=1
e ( ist abgeschlossen und jede Familie (A;);cr abgeschlossener Teilmengen von C' mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft hat nichtleeren Durchschnitt, daher:
(VJCIendlich N Aj#®> — N A #0

jeJ iel

10
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3 Banachriume und LP-Riume

Definition 19

Sei X Vektorraum iiber K € {R,C}. Sei || - || : X — R eine Funktion. Gelte:
(D) VeeX : |z >0 A (|lz]| =0 — x=0)

(2) Vee X, eK : ||A-z|| = A |zl

(3) Yo,y € X flo+yl < ol + Iyl

Dann heifit || - || Norm auf X und (X, || -||) heiffit normierter Raum.
d(z,y) := ||z — y|| heiBt die durch die Norm induzierte Metrik.

Ein normierter Raum ist ein Vektorraum, in dem jedem Vektor eine reelle Zahl als Grofle zugeordnet
wird. Wir erhalten einen metrischen Raum, indem wir den Abstand zweier Vektoren als die Grofle ihrer
Differenz festlegen. Da jede Norm also eine Metrik induziert, lassen sich alle Begriffe von metrischen
Raumen auf normierte Réume iibertragen.

Wird mit mehreren verschiedenen normierten Raumen gleichzeitig gearbeitet, werden die Normen iiblich-
erweise in der Notation nicht voneinander unterschieden, da sich aus dem Kontext ergibt, um welche
Norm es sich handelt. Will man sie klar voneinander unterscheiden, bietet es sich an, den zugehorigen
Vektorraum im Subskript dazuzuschreiben (beispielsweise Vektorraum X mit der Norm || - || x).

Definition 20
Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Zu den wichtigsten Banachriumen zéhlen die LP-Rdume. Eine rigorose Behandlung der LP-Riume findet
sich in der Maf- und Integrationstheorie, im Folgenden wiederholen wir die wesentlichen Begriffe.

Definition 21
Sei (S, A, ) Mairaum. Fiir eine messbare Funktion f: S — C ist

[f]:=={g: S — C messbar | f =g u-fast tiberall}

die Aquivalenzklasse aller Funktionen, die sich nur um eine z - Nullmenge von f unterscheiden.

Fiir p € [1, o0] seien definiert:

LP(S, A, ) ={[f] ]| f: S — C messbar, ||f|l, < oo}

wobei | |l == ([ |f|7dp)¥ falls p € [1,00) und

[ flloe = essup(f) :=inf{M € R | |f] < M p-fast iiberall}.

Bei den LP-Réumen handelt es sich also rigoros um Mengen von Aquivalenzklassen. In der Praxis
wird jedoch nicht mehr ganz darauf geachtet; Man rechnet einfach mit konkreten Repridsentanten der
Aquivalenzklassen und betrachtet zwei Funktionen als gleich, wenn sie sich nur auf einer Nullmenge
unterscheiden. Werden jedoch beispielsweise neue Operationen auf den LP-R&umen definiert, darf nicht
darauf vergessen werden, die Wohldefiniertheit, also die Unabhéngigkeit vom Repréisentanten sicherzu-
stellen.

Ergibt sich aus dem Kontext, um welchen Mafiraum es sich bei einem LP-Raum handelt, so ist es auch
iiblich, die o-Algebra oder auch den ganzen Mafiraum in der Notation wegzulassen:
LP(S, A, p) =LP(S, pn) =LP

Zur Wiederholung beweisen wir einige wichtige Sitze, die bereits in der Maf3- und Integrationstheorie
behandelt wurden, ndmlich die Holder-Ungleichung, die Minkowsi-Ungleichung und die Vollstéandigkeit
aller LP-Riume.

11
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Lemma 3 (Young’sche Ungleichung)
Seien a,b > 0 zwei reelle nichtnegative Zahlen. Seien p, ¢ > 1 reelle Zahlen derart dass % + % =1 (man
sagt auch: p und ¢ sind zueinander konjugiert). Dann gilt:

p< e bt
ab_p+q

Weiterhin gilt Gleichheit genau dann, wenn a? = b7 gilt.

Beweis. 0.B.d.A seien a,b > 0, sonst ist die Ungleichung trivial. Wir verwenden, dass der natiirliche
Logarithmus streng konkav ist, daher:

YA€ (0,1) Vz,y € (0,00), x #y : log(Ax+ (1 —N)y) < Alogz+ (1 — A)log(y) und Gleichheit gilt genau
dann, wenn x = y. Damit folgt:

log(ab) = log(a) + log(b) = % -log(aP) + % -log(b?) < log(% + %)

Da der Igogall:(ilthmus weiterhin streng monoton steigend ist, folgt direkt die Behauptung:

a-b S a + =

und nach obi(éer Bemerkung auch Gleichheit, falls a? = b7 ist.

O

Satz 7 (Ho6lder-Ungleichung)
Sei (S, A, 1) Mafiraum. Seien f,g: S — [0, o] nichtnegative messbare Funktionen. Seien Seien p,q > 1
reelle Zahlen derart dass % + % = 1. Dann gilt:

[ Fegdu<(f 7 du)r ([ g* du)s.

I O ETON
Gleichheit gilt, falls (I\f\lp) = (Hgﬂq)

Beweis. Seien A := ([ f? d,u)%, B := ([ g" d,u)%. 0.b.d.A. seien 0 < A < 00, 0 < B < 00, sonst ist die
Ungleichung trivial. Nach der vorherigen Ungleichung gilt:

p q
ey 4281 (LY 41 ()

Wir wenden auf beiden Seiten das Integral an:
Ik @ . % fiﬂ < p_i‘p : ff(x)p dp + q,gq Jg(x)? dp = % + % = 1 Die Behauptung folgt, indem wir A
und B auf die andere Seite bringen:
1 1
Jf-gdu<A-B=([f"dp)r-(fg?dp)s.
An der Stelle, an der wir die vorherige Ungleichung anwenden, erkennen wir auch, dass Gleichheit genau

P q
dann gilt, wenn (%) = (%)

O

Satz 8 (Minkowski-Ungleichung)
Sei (5, A, 1) Mafiraum. Sei p € [1,00). Seien f,g € LP(S, ). Dann gilt:

([1f+9 ) < (F177 d)? + ([ gl di)’?

Beweis. 0.B.d.A. sei die linke Seite der Ungleichung > 0 und die rechte Seite der Ungleichung < oo,
sonst ist die Ungleichung trivial. Weiterhin sei ohne Einschréinkung p > 1, denn im Fall p = 1 folgt die
Ungleichung einfach aus der gewohnlichen Dreiecksungleichung des Betrags.

Zunichst bestimmen wir ein ¢ > 1 derart, dass: % + % = 1. Dies ergibt ¢ = p%l.

Nun formen wir um: A Umol

—Ungl.
JIf+gPdu=[1f+gl-1f+gP " du < [(fI+1g])-|f + 9Pt du
= [IfI-If +glP~" du+ [lg]-|f+glP~" dp

Wir betrachten einen der letzten beiden Summanden und wenden die Holder-Ungleichung an:
p=1

SIS+ gl dp < (F1P d)? - (F1f +9l"5 dn)" = (JIFP du)” - ([ 1f + gl du) 7 . Analog

schitzen wir den zweiten Summanden ab.

12
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Wir erhalten damit insgesamt:
J1f+ gl d < ((S1AP dp)” + (1ol d)7) - (F1f + gl du) 7.

p=1
Die Division der Ungleichung durch den positiven Term ( J1f+g? d,u) ? liefert genau die von uns
gewiinschte Ungleichung.

O
Die Minkowski-Ungleichung zeigt die Dreieckungleichungen der p-Normen. Die anderen Normeingenschaf-

ten sind leicht nachzuweisen, genauso auch die Dreiecksungleichung fiir den Spezialfall p = co. Somit ist
es also gerechtfertigt, von den LP-Riumen als normierte Rdume zu sprechen.

Der folgende Satz zeigt die Vollstandigkeit der LP-Réume. Hier wollen wir nur den Fall 1 < p < oo
betrachten, die anderen beiden Fille sind dhnlich zu zeigen.

Satz 9
Sei (5,4, 1) Mafiraum. Sei p € (1,00). Es gilt:

(LP(S, 1), || - ||p) ist vollstéandig.

Beweis. Sei (fn)nen Cauchy-Folge in LP. Es gibt somit eine Teilfolge (fn, )ren, fiir die gilt:
Vk €N : ||faesr — frell < 5% Nun definieren wir eine Funktionenfolge:

N
9N = Y |fnrsr — fril- Darauf die Norm und anschlieBend die Dreiecksungleichung angewendet liefert:
k=1
N N N
HgNHP = ” kzl |fmc+1 - f’ﬂk|||17 < kzl ||fnk+1 - fnk”P < kzl oF < L.

Die gn bilden eine nichtnegative, monoton ansteigende Funktionenfolge. Nach dem Satz der monotonen
Konvergenz konvergieren die gy gegen ihre Grenzfunktion, genauer gesagt gegen die Funktionenreihe

> |fnrer — frel- Nach obiger Abschétzung ist diese Reihe p-integrierbar, somit also auch fast iiberall
k=1

endlich.

]2(2} die Funktionenreihe
Z fnk+1 - fnk
k=1

nach vorheriger Uberlegung fast iiberall absolut konvergiert, existiert auch fast iiberall der folgende Grenz-
wert:

N
ngnooan = I\/lgnoofnl +kz—:1 fnk+1 - fnk = f

(Auf der Nullmenge, auf der der Grenzwert nicht existiert, setzen wir die Funktion f = 0).

Die Funktion ist unser Kandidat fiir den Grenzwert der gesamten Folge f,,. Es verbleibt noch zu zeigen,
dass f € LP und || f — fullp — O.

Zunéchst folgt einfach mit der Dreiecksungleichung: || fll, < [|f — farllp + || fnillp fiir alle & € N. Mit &

derart, dass || f — fu,llp < 1 ist (dies ist moglich wegen Konvergenz), und mit der p-Integrierbarkeit von
fop, T0lgt || fllp < 14 || furllp < 00. Damit ist f € LP.

Zuletzt folgt mit dem Lemma von Fatou:

f |f = fml? dp = fhkrggclflfnk — fml| dp < hkrgg;ff | fax = fml dp— 0.

Der letzte Ausdruck geht gegen 0, da die f,, eine Cauchy-Folge bilden. Damit ist gezeigt, dass || f— f|lp —
0, also f,, gegen f konvergiert.

O

Damit bilden die LP-Riume also Banachrdume.

13
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Beispiel 11

Einfaches, aber auch wichtiges Beispiel sind die Folgenrdume (man bedenke, dass Folgen eigentlich Funk-
tionen sind). Wir definieren:

?:=LP(N,P(N), )

als die Menge der p-summierbaren Folgen, beziehungsweise im Fall p = oo die Menge der beschrénkten
Folgen (das kleine [ soll andeuten, dass die Grundmenge S = N abzihlbar ist). Dabei ist p das ZdhlmaB:
Fir A € P(N) ist u(A) := |A| die Kardinalitét der Teilmenge A.

Die Normen nehmen folgende Gestalt an: Fiir z = (7,,)neny € CN:
1

) P
lzll, = (E |xi|p> , falls 1 < p < oo und ||z]|eo = sup |z;]
ieN

=1

Die Bezeichung ist einleuchtend: Eine Folge ist p-summierbar, wenn die Summe der Absolutbetrige der
Folgenglieder zur p-ten Potenz endlich ist, und eine Folge ist genau dann beschréankt, wenn ihre Unendlich-
Norm, daher das Supremum iiber die Absolutbetréige ihrer Folgenglieder endlich ist.

14
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4 Lineare Operatoren

Definition 22
Seien X,Y Vektorrdume iiber K € {R,C}. Sei T': X — Y eine Abbildung (auch genannt Operator).
e T heifit Funktional, falls Y = K.

o T heift linear, falls gilt: Va,be X VA, u € K : T(A-a+p-b) =X -T(a)+ p-T(D).

Seien (X, |- |lx), (Y, || - [ly) zusétzlich normierte Réume und sei T linear.
o |T|:= sup % heifit die Operator-Norm von T.
zeX\{0} x

e T heifit beschrinkt, falls ||T|| < co ist.

Es ist bei linearen Operatoren iibliche Notation, die Argumentklammern wegzulassen, dh. T'(x) = Tx.
Definition 23
Seien X,Y normierte Radume.

B(X,Y) := {T : X — Y | T linear und beschriinkt} ist die Menge der linearen und beschrinkten
Operatoren von X nach Y.

Die Menge aller beschrinkten linearen Operatoren von einem normierten Raum in einen anderen bildet
selbst wieder einen normierten Raum mit der oben festgelegten Operator-Norm. Man kann zudem zeigen,
dass dieser Raum vollstéindig (also ein Banachraum) ist, wenn Y vollstédndig ist.

Korollar 7
Seien X,Y normierte Rdume. Sei T': X — Y linearer Operator. Dann gilt:

Vee X | T@@)lly < [T - llz]lx-

Beweis. O.B.d.A sei z # 0 und ||T|| < oo, sonst ist die Ungleichung klar. Nach Supremumseigenschaft

gilt:
1T (@)l sup TGy _
< sup = [IT]].
llll x ~eX\ (0} Izl x
Auf beiden Seiten mit ||z||x multiplizieren liefert: ||T(x)|ly < ||T|| - ||| x- O
Satz 10
Seien (X, | - |lx), (Y, | - |ly) normierte Rédume, sei T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(1) T ist beschrinkt.
(2) T ist stetig.

(3) T ist in einem Punkt 2o € X stetig.

Beweis. (1) = (2).

Seien z1,x2 € X beliebig. Es gilt:

IT(1) - T(@a)ll = IT (21 — 22)l| < IT] - o1 — 2l

T ist also Lipschitzstetig mit Konstante ||T']| < oo, insbesondere ist T" also stetig.

(2) = (3). Trivial

3) = (1)

Es gelte: Ve > 030 >0Vx € X : |lwg—z|| < — ||[T(x0) —T(2)|| <e

Sei T € X derart, dass || Z|| = 1. Sei e = 1. Dann gibt es § > 0 derart, dass dieses Epsilon-Delta-Kriterium
erfiillt ist. Wir setzen an:

(xo 4+ 0 -Z) — x| = ||0 - T|| = ¢ - |Z|| = &. Daraus folgt, dass:

15
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IT(xo+06-T) —T(xo)|| = ||T(-Z)|| =0 ||T(ZT)|] <e=1und somit:
VZ € X mit [|Z]| =1 : ||T(z)| < %, insbesondere also ||T|| < 3.

Beispiel 12

Es sei (S, A, n) Mairaum, p,q > 1 Zueinander konjugiert und g € LI(S, p).

Dann sei definiert fiir f € LP(S, pu): f s f -G du (g bezeichne die komplexe Konjugation von g).
Diese Funktion ist eine wohldeﬁmerte Abblldung nach C, da nach Holder-Ungleichung fiir alle f gilt:

To(DI< N1l - N9l < oo

Sie ist klarerweise linear, da das Lebesgue-Integral linear ist. Weiterhin folgt aus der obigen Ungleichung,
falls f # 0: ‘ﬁ‘}(‘ﬁ I < llgllq < oo. Insgesamt ist T, damit ein lineares beschrénktes Funktional. Da es

beschrankt ist, ist es auch nach dem obigen Satz stetig.

Beispiel 13
Auf dhnliche Weise wie zuvor lassen sich auch Operatoren LP — LP betrachten. Es sei [a,b] ein reelles
Intervall und & : [a,b]? — K eine stetige Funktion Dadurch wird ein Operator definiert: Fiir p,q > 1

zueinander konjugiert und f € LP([a, b], A) sei: K(f f[a o (y)dA(y). Damit ist K : LP — LP
ein linearer Operator Diesen kénnen wir auf Beschrankthelt untersuchen
P
VEUIE = oy [ oy B 9) F@)aAW)| dA@)
Holder

< Jn (o \k(x,ynwy))% (S F@IPAAw) ) dA()

= £z /H ( /H |k<z,y>|qu<y>> dA(z)

=M
Falls M < oo, dann ist K ein beschrankter und linearer Operator.

Beispiel 14
Wir wiederholen heuristisch einige Begriffe der Graphentheorie:

e Ein ungerichteter Graph G ist ein Tupel G = (V| E). V ist eine Menge an Knoten, die untereinander
durch Kanten aus E verbunden sind.

e Fiir x,y € V notieren wir x ~ y, falls  und y {iber eine Kante direkt miteinander verbunden sind.
Da wir von einem ungerichteten Graphen sprechen, ist z ~y < y ~ .

e Der Graph heift zusammenhéngend, falls fiir beliebige zwei Knoten x,y € V ein Weg existiert,
also eine Abfolge von Knoten beginnend mit x und endend mit y, wobei die Knoten dieser Abfolge
nacheinander mit Kanten verbunden sind.

o Fir z € Vist I'(z) := {y € V | z ~ y} die Nachbarschaft von z, also die Menge an Knoten, die
direkt mit z tiber einer Kante verbunden sind.

e Der Graph heiflt lokal endlich, falls die Nachbarschaft jedes Knotens endlich ist.

Sei also G = (V, E) ein zusammenhéngender, lokal endlicher Graph, V hochstens abzihlbar. Fir A C V
sei pu(A) := Z |T'(x)|, also die Anzahl aller Nachbarn aller Knoten aus A. Dies definiert einen Mafiraum

(V. P(X), ) sowie den Lp Raum L?(V,P(X), ) =: 2. Damit ist die Norm von f € [?:

3 yfallsy e T
I = (£ 2t Weiters sei i) = { o) - ey € 1)
zEV 0 sonst
Damit erhalten wir einen linearen Operator P : (2 — [2 mit P(f)(x) := . p(z,y)f(y) fir f € ?,z €
yel(z)

V. Wir iiberpriifen nun die Beschrianktheit.

16
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1, falls y € I'(x)

Zunichst stellt man fest: Vo,y € Vi p(z,y)u(z) = { = p(y, z)u(y).
0 sonst
Also gilt: ,
IPAIE = 3 P2(H)@)u) = 3 ( 2 p(x,y)f(y)> p(z) =
zeV z€V \yel'(z)

> ( ) \/p(x,y)-\/p(wvy)u(x)f(y)>

zeV \yel'(x)

Cauchy-Schwarz

< > Y ply) > p@p(@y) Py | =X X py.2)uy) ()
zeV yel (a) yGI‘(m)\T/—/ zeV yel'(x)
=p(y,z)u(y)
=1

=Y Pwuw) > py.x) =3

yev z€l(y)

=713 =1

Insbesondere gilt also ||P|| =1 falls V' endlich ist, denn fiir f =1 gilt ||P(f)|2 = ||f]l2 < oc.

Mithilfe solcher Betrachtungen lassen sich Zufallsprozesse im Zusammenhang mit Graphen analysieren,
wie beispielsweise eine zufillige Irrfahrt in einem Straflennetz (an jeder Kreuzung, an der man ankommt
wahlt man zuféllig die néchste Strafle, in die man einbiegt).

Beispiel 15 (*)

Es sei =L : C'[-1,1] — C[—1,1] der Differentialoperator eingeschrénkt auf die Menge der stetig differen-
zierbaren Funktionen auf dem Intervall [—1,1] (beide Funktionenrédume seien mit der Supremums-Norm
| - lloo versehen). Dieser ist ein linearer Operator, der jedoch unbeschrinkt ist:

Fiir 0 € (0,1) definiere f,(z) = exp(—%).

d
Es lésst sich zeigen, dass % = 0.1\/5 — oo fiir o — 0.

Da der Differentialoperator also unbeschrénkt ist, ist er in keinem einzigen Punkt (genauer gesagt in
keiner Funktion) stetig.

Satz 11
Sei X normierter Raum. Sei V' C X abgeschlossener Teilraum von X. Sei y € X\ V. Dann ist die Menge
V+K-y :={v+ A -y|veV, X e K} wieder abgeschlossen.

Beweis. Sei (zn)nen eine gegen z € X konvergente Folge in der Menge V + K- y. Zu jedem n € N gibt es
eine Darstellung z, = v, + A, - y, wobei v, € V, A, € K. Es gilt: ||Jv, + A - y|| = ||2]|, also ist die reelle
Folge beschriinkt: ||v, + A, - y|| < C.

Die Folge )\, ist beschrénkt. Sonst gilt némlich fiir eine Teilfolge: |\, | — oo und damit

g loms + Any -l = [ v+ 0l < g = 0.

Also wiirde gelten, dass die Folge —%’; gegen y konvergiert. Da die Folge in der abgeschlossenen Menge
V' liegt, miisste auch der Grenzwert y in V' liegen, was ein Widerspruch zur Wahl von y wére.

Da die Folge A,, beschrénkt ist, besitzt sie eine konvergente Teilfolge A, — Ao. Eine Umformulierung
Vol Uy, + Ap, -y —> z liefert v,, — 2— Ao -y := vp, dieser Grenzwert liegt wieder in V', da V' abgeschlossen
ist. Damit existiert eine Darstellung z = vo + Ao -y € V + K- y, womit die Behauptung beweisen ist. [

Mit vollstandiger Induktion folgt aus diesem Satz sofort, dass alle endlich-dimensionalen Teilrdume eines
normierten Raumes abgeschlossen sind.
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5 Hilbertraume

Definition 24

Sei H Vektorraum iiber K € {R,C}. Sei (-,-) : H x H — K eine Funktion.
Gelte Vo,y,z € H, VA e K:

(1) (z,y) = (y,z) (insbesondere falls K =R : (z,y) = (y,z) )

(2) (&+y2) =(x,2) + (y,2)

3) (A-= > Az, y)

(4) (

(5) (z,z) =0 < z=0

Dann heifit (-,-) inneres Produkt (oder auch Skalarprodukt) auf H. Das Tupel (H,{(-,-)) heifit
Pra-Hilbertraum.

) >

In unserem Fall ist das Skalarprodukt im ersten Argument linear. Falls K = C ist, bedeutet dies wegen der
komplexen Konjugation beim Vertauschen der Argumente, dass Skalare, die aus dem zweiten Argument
"herausgehoben” werden, konjugiert werden (das Skalarprodukt ist im zweiten Argument antilinear). Im
komplexen Fall ist also genau darauf zu achten, in welchem Argument das Skalarprodukt linear oder
antilinear ist.

Satz 12
Sei (H, (-,-)) Pré-Hilbertraum. Sei fiir x € X definiert: ||z|| := /(x, ). Es gilt:

e die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
Vo,y € H @ (x,y) < |zl - [yl
Gleichheit gilt genau dann, wenn = und y linear abhéingig sind.

e die Parallelogrammgleichung;:
Vo,y € H ¢ o +yl* +llz —yl> =2 (l]* + llyl?)

e || - || bildet eine Norm auf H

Damit ist also jeder Pré-Hilbertraum ein normierter Raum.

Bemerkung zur Parallelogrammgleichung: Man kann zeigen, dass jede Norm, die die Parallelogrammglei-
chung erfiillt, durch ein Skalarprodukt induziert wird.

Definition 25
Ein vollstandiger Pra-Hilbertraum heif3t Hilbertraum.

Beispiel 16
Fiir f,g € L*(S, A, p) definieren wir: (f, g) := [ f-g du. Man stellt leicht fest, dass dies ein Skalarprodukt
ist und die uns bereits bekannte 2-Norm induziert. Da L?(S, A, u) weiters vollstéindig ist, bildet er einen
Hilbertraum.

Beispiel 17 (*)

Esseienz =(100...),y=(010...) €. Versuchen wir, diese Folgen in die Parallelogrammgleichung
einzusetzen, erhalten wir:

2+ yll3 + llz + yll3 =2 # 4 = 2(||z % + lylZ)-

Da die Supremumsnorm die Parallelogrammgleichung also nicht erfiillt, kann sie nicht durch ein Skalar-
produkt induziert werden. Der Banachraum [*° ist also kein Pri-Hilbertraum.

18
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Satz 13
Sei (H,{(-,-)) Pra-Hilbertraum.

Seiy € H. Dann ist T,, : H — K, =+ (x,y) lineares und beschrénktes Funktional und |7, | = ||y|.
Weiters gilt: Ty, =T, = y=z.

Beweis. Die Linearitit folgt sofort aus den Grundeigenschaften des Skalarproduktes. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung folgt |T,(z)| = [{z,v)| < ||lyllllz||, also gilt |T,|| < |ly|| < co Beschrénktheit.
Die Abschétzung ist scharf, denn: [T} (y)| = |ly||?, also ||T'|| = [ly|

Gelte fiir y, 2 € H, dass Ty = T,. Dann gilt fiir alle x € H:
0= Tﬂ<x) - TZ(‘r) = <$U,y> - <$L‘,Z> = <$L’,y - Z>
Daraus folgt, dass y —z € H+ = {0} = y—2=0. Alsoist y = 2. O

Satz 14
Sei (H, (-,-)) Pra-Hilbertraum. Sei T': X — K lineares und beschrinktes Funktional.

Dann gibt es ein y € H, sodass: Vo € H : T(z) = (z,y).

Beweis. O.B.d.A sei T # 0. Wir betrachten den Kern M := ker(M). Dieser ist ein abgeschlossener Teil-

raum von H; da T nicht die Nullfunktion ist gilt auBerdem M # H. Also: 3z € M+\{0}. Mit y := <Z(2 z
gilt T(y) = (v, ).

Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle x gilt: T'(z) = (z,y).

Sei 1 = x — gzgy und zo = Z](zgy Damit ist x = x1 + x9. Weiters gilt:

T(x1) =T(z) - T(x) - % =T(x)—T(x) =0 also ist x1 € ker(T) =M

Damit folgt:

(,9) = (w1,9) +{w2,9) = (T, ) = T(=) O

=0

Die letzten beiden Sétze zeigen, dass ein normerhaltender Vektorraumisomorphismus zwischen H und
der Menge seiner linearen und beschriankten Funktionale existiert. Wir werden auf diesen Sachverhalt
nochmals im Kapitel Dualrdume eingehen.

19



Einfiihrung in die Funktionalanalysis  Version 21. August 2014 Konvexitit und Orthogonalitét

6 Konvexitat und Orthogonalitét

Definition 26

Es sei X ein Vektorraum und F C X, F # (). Gelte:
Ve, y e XVA€[0,1] : z+A-(y—z)€EF

Dann heifit E konvex.

In Worten ist eine Menge konvex, wenn fiir zwei beliebige Punkte aus der Menge auch ihre Verbindungs-
gerade in der Menge liegt.

Satz 15
Sei H Hilbertraum. Sei £ C H abgeschlossene konvexe Teilmenge von H. Dann gilt:
deec E : 1n}f3||x|\ = el

rE

In Worten: E besitzt ein eindeutig bestimmtes Element mit minimaler Norm.

Beweis. Fiir z,y € E gilt nach Parallelogrammgleichung:
15+ §11° + 115 — §1I° = ll=l* + ||y||21 .
= glle =yl = 3llzl® + 3lvl® = I 52 + 591 < gl + 3 ly)* - 62

cE
= llz —ylI* < 2(|l2l* + llyl|*) — 40

Setze 0 := ing lz]]. Nach Infimums-Eigenschaft gilt :
re

3(en)nen € EN ¢ |len|| — 6. Verwenden wir die oben hergeleitete Ungleichung, folgt:

lem — enll? < 2(|leml® + llenl|?) — 462 — 0, falls n,m — oco. Somit ist (e, )nen Cauchy-Folge. Da H
vollsténdig ist, konvergiert diese Folge gegen einen Wert e € H. Da E weiters abgeschlossen ist, gilt
e € E. Schlussendlich folgt aus Stetigkeit: ||| — |le]| = 0. e ist also ein Element aus F mit minimaler
Norm.

Es verbleibt zu zeigen, dass dieses Element eindeutig ist. Seien also e, € E derartige minimierende
Elemente. Dann folgt wieder aus der hergeleiteten Ungleichung:
le —2||? < 2(|le]|® + ||e||?) — 40%2 = 46%2 — 462 =0 = |e—¢]| =0 = e=¢ O

Definition 27
Sei (H,{(-,-)) Pra-Hilbertraum. Seien z,y € H und sei M C H Teilmenge von H.

e x und y heiflen zueinander orthogonal, falls (z,y) = 0.
Schreibweise: « L y.

e M+ :={te€ H|Vme M :t L m} heiBt das orthogonale Komplement von M.

Es ist leicht zu zeigen, dass das orthogonale Komplement einer Menge stets ein abgeschlossener Teilraum
ist.

Satz 16
Sei (H, {-,-)) Hilbertraum. Sei M C H abgeschlossener Teilraum. Dann gilt:

Vexe H lue M,v e M+ : x=u+v (Es gilt die direkte Summe M M+ = H)

In Worten: Fiir jedes Element in H gibt es eine eindeutige Zerlegung in zwei Elemente aus M bzw. ML,
Beweis. Sei x € H beliebig. Die Menge x + M = {z +m | m € M} ist abgeschlossen und konvex. Es gibt

also ein eindeutig bestimmtes Element v € x + M mit minimaler Norm. Weiters sei u = x — v. Damit
folgt schon einmal x = u 4+ v und v € M.
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Wir wollen nun zeigen, dass v € M+ gilt. Sei w € M\{0} beliebig und \ =
[

(v,w)

(w,w)

Es gilt nach Konstruktion von v: [l — Awl||? > ||lv
= (v,0) + Mw,v) + A, w) + A (w, w) > (v,v)
L olwwdus) | el 5

(w,w) (w,w)

- _lww® >0 = (v,w)=0

(w,w)

Damit gilt v € M*.

Zuletzt zeigen wir noch Eindeutigkeit. Seien ui, us € M, v1,v9 € M+ derart, dass © = ug + vy = us + vo.
Daraus folgt aber: uy —us = vy —v; € M N ML ={0} = uy —ug=v3—v; =0
—— =

eM eML
O
Satz 17

Sei (H, (-,-)) Hilbertraum. Sei M C H abgeschlossener Teilraum. Seien P: H — M, Q : H — M~
Abbildungen derart, dass © = P(x) + Q(z) (P und Q zerlegen z wie im letzten Satz). Es gilt:

(1) zeMM & Plz)=2<Q(x)=0
reEMt o Plr)=02Q(x)==1
Insbesondere gilt: Vo € H :
P(P(x)) = P(z), Q(Q(z)) = Q(z), P(Q(z)) =Q(P(x)) =0
2) =]* = [IP@)]* + Q)|
(3) P und @ sind linear und beschriinkt.
4) llz = P(z)|| = min{||z —y[| | y € M}
lz — Q(@)|| = min{||lz — 2| | = € M*}
(5) M = (M)

Beweis. (1) Trivial.

2) llz[? = |P(z) + Q)|
= (P(z), P(z)) + (P(z), Q(z)) + (Q(z), P(x)) H(Q(x), Q(z))
—IP@I? + Q@I -

(3) Seien z,y € H, \pekK
Az + py = (AP(z) + pP(y)) + (AQ(2) + nQ(y))

EM eM+
Da die Zerlegung eindeutig ist, gilt:

P(Ax + py) = AP(z) + pP(y), @Az + py) = AQ(x) + pQ(y), also Linearitét.

Aus Punkt 2 folgt ||P(z)|| < ||z|| und ||Q(z)|| < ||z||, aus Punkt 1 folgt ||P(z)|| = ||z|| bzw. ||Q(z)] =
|lz| fir * € M bzw. € M=, daher sind ||P| = [|Q|| = 1, falls P oder @ nicht ohnehin die
Nullfunktion ist. Also sind die Abbildungen beschrénkt.

(4) Nach Konstruktion von @ (fir P analog) gilt:
lz = P)]| = Q@) = min flz —y].

(5) Klar ist, dass gilt: M C (M*1)L.
Sei nun x € (M+)+. Fiir . € M+ beliebig gilt:
0= (z,m) = (P(x),m) +(Q(x),m) = Qx)=0 = ==Px)eM.
————

=0
=M= (M*+)*+ O
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7 Orthonormale Systeme

Definition 28
Sei (H, (-,-)) Pré-Hilbertraum. Sei (u;);ecs eine Familie aus H. Gelte :

1, falls ¢ # j
(wiyuj) =< as Z 7 ‘7 . Dann heifit diese Familie Orthonormalsystem.
0, falls i = j

J ist dabei eine beliebige Index-Menge und kann also durchaus auch iiberabzéhlbar sein.

Lemma 4
Sei (H, (-,-)) Pra-Hilbertraum. Sei fiir ein N € N (uq,...uy) ein endliches Orthonormalsystem. Seien

N
AM,... Ay € Kund sei z :== ) Aju;. Dann gilt:
=1

N
Vi=1,...N: X\ = (z,u;) und [|z]? = 3 |\;|?

j=1

=1

N N
Beweis. (z,ur) = (D> Ajuj,ur) = Y Aj{uj, ug) = A
j=1 ;

<

1=
M=
M=z

_ N
A (ug, ur) = 3 M = 20 (AP O
k=1

k

I
-

k

) N N
]2 = (22 Agug, 32 M) =
J=1 k=1 J 1

Folgerung aus diesem Lemma ist, dass jedes Orthonormalsysteme linear unabhéngig ist. Dabei ist zu
beachten, dass lineare Unabhéngigkeit ein Begriff endlichdimensionaler Linearkombinationen ist. Ein
Orthonormalsystem ist deshalb linear unabhingig, weil es nach obigem Lemma zu jeder endlichen Line-
arkombination x aus den Elementen u; eindeutig bestimmte Koeffizienten \; gibt.

Definition 29
Sei (H, (-,-)) Pré-Hilbertraum. Sei (u;);ecs ein Orthonormalsystem. Sei « € H.

Die Funktion & : J — K, #(j) = (z,u;) heifit die Fouriertransformierte von x beziiglich dieses
Orthonormalsystems.

Lemma 5

Sei (H, (-,-)) Hilbertraum. Sei (uy,...uy) endliches Orthonormalsystem. Sei M := L{uy,...uy}. Dann
ist die Projektion von z € H auf M gegeben durch:

N
P() = 3 () = 3 (),

N
Weiters gilt: min ||o — u||? = ||z]|> = X |2(5)[?
ueM j=1

Beweis. Die Projektion ist wohldefiniert, denn wir befinden uns nun in einem Hilbertraum und M ist ein
endlichdimensionaler (also abgeschlossener) Teilraum.

Klar ist, dass P(xz) € M. Auch gilt fiir k = 1,... N, dass (x — P(x),ux) = Z(k) — &(k) = 0. Damit ist

x — P(x) orthogonal zur Menge M und damit Element aus dem orthogonalen Komplement M. Wir

konnen x also zerlegen: © = P(x)+ (x — P(x)). Nach Definition muss P(z) also die Projektion sein.
~—~—  —

eM eM-+

Nun untersuchen wir mi]\I/ll |z — ul|?>. Wir wissen bereits, dass dieses Minimum durch die Projektion
ue
angenommen wird: mlﬁ”x —ul|* = ||z — P(x)|>. Aus einem obigen Satz wissen wir, dass ||z||*? =
ue

| P(2)||? + ||Q(x)||?, wobei ja gilt: Q(z) = x — P(x). Umformen liefert uns:
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N
IQ()1? = |z = P(2)|I* = [|«]* = | P()|]* = [lI|* - Z |2 (5)1? =

=lP@)I?

Satz 18 (Bessel’sche Ungleichung)
Sei (H, (-,-)) Hilbertraum. Sei (u;);es Orthonormalsystem und x € H. Es gilt:

card
{jeJ[2(j)#0} < N und ;j\f(j)lz < [l
JE€

Der Teil mit der Kardinalitdt ist notwendig, damit die nachfolgene Summe iiber alle Elemente aus J fiir
uns als Reihe wohldefiniert ist. Sonst hétten wir es mit einer womoglich tiberabzéhlbaren Summe zu tun,
mit der wir nicht arbeiten kénnen.

Beweis. Zunichst halten wir fest, dass wir die Ungleichung fiir den Spezialfall einer endlichen Orthonor-
malbasis aus dem vorherigen Lemma herleiten kénnen:

N N
min |z —ul* = [lz]* = X [2()F = X 12G)* < [l
ueM j=1 j=1

Wir definieren uns fiir Vn € N: J,, := {j € J | [2(j)]* > 1}.
Fiir ein fixes n € N seien k Indizes aus J,, gewéhlt: ji,...jir € J,. Unsere vorbereitete Ungleichung liefert:

k
|z]? > > [2()]* > £ = k < n-|z|? Die Anzahl der gewihlten Indizes aus .J,, ist demnach beschrénkt.
=1~~~

|=

~n

Es folgt also, dass jedes J, nur endlich viele Elemente besitzt.

Wenn wir nun betrachten:
GedlaG)#0y={iecJ|z() >0} = UNJn
ne

ist diese Menge eine abzdhlbare Vereinigung endlicher Mengen und damit
hochstens abzéhlbar.

Sei nun J* := {j € J | &(j) # 0}. O.B.d.A sei J* abzdhlbar (falls es endlich ist, ist es bereits klar).
Dann besitzt die Menge die Form: J* = {4, | n € N}. Damit gilt Vn € N: Y [2(j)[* < [|2||>. Diese
k=1

|? beschriinkt, also auch die Reihe:

Partialsummen sind durch ||z
o0

Yzl = X 121 = X 12G)* < = O
k=1 jET* JEJT

Beispiel 18

Es sei wie oben ein Hilbertraum (H, (-,-)) und ein Orthonormalsystem (u;);cs gegeben. Es sei A die von
den endlichen Teilmengen von J erzeugte o-Algebra, versehen mit dem Zahlmaf p (also ist das Maf einer
Teilmenge die Anzahl seiner Elemente). Damit bilden wir einen L2-Raum: [2(.J) := L2(J, A, p).

Ein Element dieses Raumes ist eine Funktion f : J — K. Das Skalarprodukt ist (f,g) = >_ f(4)g(j). Die
jeJ

2

Norm sieht folgendermaBen aus: || f||2 = (Z |f(])|2>
JEJ

Ist f € 12(J), so soll diese Norm endlich sein. Aus analogen Uberlegungen wie im letzten Satz kann man
zeigen, dass f nur an hochstens abzéhlbar vielen Stellen ungleich Null sein kann. Mit diesem Wissen
nimmt unser Raum folgende Form an:
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R(J) = {f:J =K | supp(f) 2N, Y If(7)]? < co}. Zur Erinnerung: supp(f) := {j € J | f(j) # 0}

heifit der Tréger von f und ist die Menge aller Argumente, deren Funktionswert ungleich Null ist. Wir
kénnen nun folgende Abbildung betrachten:

F:H —12(J) , x — 2 ist jene Abbildung, die ein Element 2 € H auf seine Fourier-Transformierte abbil-
det (Dass jede Fourier-Transformierte eines Elements in [%(J) liegt, wissen wir aufgrund der Bessel’schen
Ungleichung). Es ist weiterhin leicht zu zeigen, dass diese Abbildung linear und beschrénkt ist (wieder
Bessel’sche Ungleichung).

Der néchste Satz zeigt uns, dass diese Funktion sogar surjektiv ist.

Satz 19
Sei H Hilbertraum. Sei (u;);je; Orthonormalsystem. Dann gilt:

Vfel?(J)daeH: &=

In Worten: Jede Funktion f : J — K, die an hochstens abzéhlbar vielen Stellen ungleich Null ist, ist
Fourier-Transformierte eines Elements = € H beziiglich des gegebenen Orthonormalsystems.

Beweis. BEs sei f € 1?(J). Aus analogen Uberlegungen wie im letzten Satz gilt

VneN: J,:={j€J||f(H)* =L} ist endlich und supp(f) = U J.
neN

Wir definieren nun eine Folge in H. Fiir n € N sei z,, := ) f(j)u;. Bilden wir von einem x,, wieder die
J€JIn
Fouriertransformierte, sieht man sofort:

. f() , falls j € J, . ) )
n(j) = , also kurz: z,(j) = -1
() = STV S o ke 8G) = ) 1,0)

(Dabei bezeichnet 1 die Indikatorfunktion).

Da nach Konstruktion gilt: J; C Jo C ... und supp(f) = U Jn
neN
folgt, dass die Indikatorfunktionen 1, punktweise gegen 1,,,(s) konvergieren. Damit konvergiert

Tp = [+ 1,, punktweise gegen f - 1g,,,(y) = f. Zusitzlich gilt folgende Beschréinkung:

1fG) = () = 1) - 1a(G) = £G) - Lo, (D = 1FG) - Lo, (G)] < [f], wobei f nach unserer Annahme
integrierbar ist (also || f]l2 < 00).

Mit diesem Wissen folgt aus dem Satz der dominierten Konvergenz die Konvergenz der Integrale (welche
in unserem Fall ja Summen sind):

1
2
l . ~ .
If = &nlla = ([ |f = 20l?du)* = <Z |f() — mn(3)|2> — 0.
JjeJ

Damit wissen wir, dass &, in der 2-Norm gegen f konvergiert, insbesondere ist &, eine Cauchy-Folge.
Nun rufen wir uns Lemma 4 auf Seite 22 in Erinnerung. Fiir fixierte m,n € N sind x,, und z,, endliche
Linearkombinationen aus Elementen der Orthonormalbasis, so also auch x,, — x,,. Also ist ihre Norm die
Summe der Betrige ihrer Koeffizienten zum Quadrat:

lzn = zmlIE = EJ |20 (7) = Em ()P = &0 — Zm|3 — 0.
J€E

Damit bildet die Folge (z,)nen eine Cauchy-Folge in H und aufgrund der Vollstéindigkeit existiert ein
Grenzwert z € H. Schlussendlich sehen wir:
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‘%(]) = <.%',Uj> = nl_)rréo<xnvuj> = nh_{r;oj;n(]) = f(]) = &=
was zu beweisen war. O

Definition 30
Sei H Pré-Hilbertraum. Sei (u;);ecs ein Orthonormalsystem.

Dieses heifit vollstindiges Orthonormalsystem, falls gilt:

Ve € H (mit x # u; ¥j € J) : {u;}jes U{z} ist kein Orthonormalsystem.

Das Konzept der vollstindigen Orthonormalsysteme ist die Verallgemeinerung der aus der Linearen Al-
gebra bekannten Orthonormalbasen auf Hilbertrdume.

Lemma 6 (Lemma von Zorn)
Sei M # 0 eine Menge und (M, <) eine Halbordnung. Gelte, dass jede Kette aus M eine obere Schranke
in M besitzt. Dann gibt es ein maximales Element.

Begriffserlauterungen:
e (M, <) heifit Halbordnung, falls gilt:
—Va,beM: a<b ANb<a — a=b
—Va,bce M: a<b Nb<c — a<c
e C C M, C # 0 heifit Kette, falls gilt: Va,be C: a<b V b<a
e m € M heifit obere Schranke von C, falls gilt: Ve € C': o <m

e m € M heifit maximales Element, falls gilt: Ve e M : m <z — m==

Satz 20
Jeder Hilbertraum besitzt ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

Beweis. Es sei H ein Hilbertraum. O.B.d.A. bestehe H nicht nur aus seinem Nullvektor. Denn falls
H = {0} nur aus diesem Element besteht, ist die leere Menge ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

Wir definieren M:= {M | M ist Orthonormalsystem} die Menge aller Orthonormalsysteme von H. Sie
ist nicht leer, denn es gibt zumindest ein Orthonormalsystem: Man wéhle ein beliebiges Element aus
H\{0} und normiere es. Dieses Element alleine bildet trivialerweise ein Orthonormalsystem.

Weiters bildet M mit der gewohnlichen Mengeninklusion C eine Halbordnung. Sei nun C eine Kette in
M und sei C:= |J A.

AecC
Fir u,v € C gilt: 3A, B € C: u € A, v € B. Nach der Eigenschaft von Ketten gilt A C B oder B C A.
Ohne Einschrinkung gelte Ersteres. Dann gilt w,v € B. Da B Orthonormalsystem ist, gilt klarerweise

1, falls u =

(u,v) = {0 ) 18 stu v Da dies fiir beliebige u,v € C gilt, ist C' selbst Orthonormalsystem.
sons

Damit ist C' € M und nach Konstruktion gilt VA € C: A C C. Dies bedeutet gerade, dass C eine obere

Schranke fiir die Kette C ist.

Mit diesem Wissen sind die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn erfiillt. Dieses besagt nun, dass es ein
maximales Element in M gibt, also ein Orthonormalsystem derart, dass jede Obermenge dieses Systems
kein Orthonormalsystem sein kann. Also ist dieses maximale Element ein vollstindiges Orthonormalsys-
tem. O
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Satz 21
Sei H Hilbertraum. Sei (u;);je; Orthonormalsystem. Dann sind &quivalent:

(1) (uj)jes ist vollstandiges Orthonormalsystem

(2) L({uj}jer) liegt dicht in H (L(M) bezeichnet die Menge aller endlichen Linearkombinationen aus
Elementen der Menge M C H)

(38) Vxee H: =) #(j)u; Damit gemeint ist:
JjeJ

Fiie supp(2) = {j1, j2, .- } gilt’ lim [l — 37 &(ji)u; || =0

(4) Ve e H: ||z|* = Z |2(j)|* (Die Bessel’sche Ungleichung nimmt Gleichheit an)

(5) Ve,y € H: (z,y) = > &(j)9(j) (Parseval’sche Identitit)
JjeJ

Beweis. (1) = (2). Wir zeigen —(2) = —(1). B B
Sei also V := L({u;};es) nicht dicht, damit gilt Iy € H\V. Es sei # € (V)* die Projektion von y auf
(V)*. Aufgrund der Wahl von y gilt o # 0.

Fiir W gilt: <H$H H1H> =1lundVj e J: <H$H’ uj) = 0. Also konnte dieser Vektor dem System dazu-
gefiigt werden und es bleibt immer noch ein Orthonormalsystem. Damit ist das urspriingliche System
nicht maximal.

(2) = (3).
Die Dichtheit bedeutet, dass sich jedes x € H beliebig genau durch eine endliche Linearkombination von
Elementen der Orthonormalbasis approximieren lésst:
Vo € H Ve >0 3A(e) C J endliche Teilmenge , {\j}jcaee) CK: |z — > Auj| <e

JEA(e)
Wir setzen N (e) := max{l € N | j; € A(e)} (wobei supp(Z) = {j1,j2,...}). M :=L{u; | j=1,...N(e)})
ist abgeschlossen, da diese lineare Hiille durch endlich viele Vektoren erzeugt wird. Damit ist die Projekti-

N(e)

on von z auf M wohldefiniert. Nach unseren obigen Sétzen besitzt diese Projektion die Form . Z(ji)u;,
=1
und nach der Infimumseigenschaft der Projektion gilt:
N(e) N(e)
lz = 22 2(@)ull < llw— 32 Ajuyll < e Damit gilt: lim [lz — 3> 2(ji)uy,[| = 0.
=1 JEA(e) e=0 1=1

Sei nun €, = %L konkret festgelegte Nullfolge. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

e 1. Fall. N(ey,) bleibt beschrankt fiir n — oo, daher 3K € NV¥n € N: N(e,) < K. Es gilt also fiir
fast alle €,:

K K
|z — > 2()usll < €n, damit also ||z — > &(ji)u;, || = 0 und = Y Z(j;)u,,. Damit folgt offen-
=1 =1 =1

=

1=
sichtlich die Behauptung.
e 2. Fall. N(e,) ist unbeschrinkt. Es gibt also eine Teilfolge (ky,)nen von (N (€, ))nen derart, dass k,, —
oo und hm I Z &(J1)u;, || = 0. Berticksichtigen wir, dass die Folge ||z — > #(j;)u;, || in n monoton

1

1=
fallend und nach unten durch 0 beschréinkt ist, so sehen wir insgesamt, dass dle Folge konvergent

ist und eine Teilfolge ebendieser gegen 0 konvergiert. Damit also: lim ||z — Z 2(ji)uj, || = 0.
n—oo =1

(3) = (4).
Es gil: \nxn 13 @Gl < e = 52 2wl = 0, also e = Tim | 32 G |

Also weiters:

n n o0
l2)1* = Hm || 32 &()u; [* = lim 37|20 = 3 20 = 32 |2()

=1 JjeJ
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(4) = (5).

Es gilt fiir alle # € H: ||2]|* = (z,2)g = (&, &);2(;) = > |&;*. Damit und mit der Linearitét der Fou-
=2

riertransformation folgt Va,y € H, A € C:

<af + My, 2+ Ay = (2, 2) + Mz,y) + My, ) + My, )
<z N T Ay = (8, 8) FAE D)+ NG, 2) + A2 (9, 9)
—— ——

=(z I) =(y,y)

—~

Mit A = 1 folgt Re((x,y)) = Re({&,9)) und mit A =i folgt Im((z, y)) = Im((Z, 9)).
Also (z,y)m = (T, 9)i2) = 2 2(5)9())

Jj€J
(5) = (1)
Indirekt sei {u;};cs nicht vollstandig. Dann Ju € H : |u|| =1 und w L {u;};cs. Dann gilt:
1= (u,u) = > |a(4)|* = X [{(u;,u)|* = 0. Widerspruch. O
JjeJ jeJ

Damit besitzen wir nun einige Kriterien, um vollstdndige Orthonormalsysteme nachzuweisen.

Beispiel 19

Die Menge der Fourierreihen bildet einen L2-Raum: H = L*([—,7], 3= A) (das Lebesgue-Maf8 wird mit
dem Faktor % skaliert). Das Skalarprodukt besitzt also das Aussehen:

<fag> = %f[_ﬂ—m] f g dA

Definieren wir nun uy(z) = €**¢ fiir k € Z, so bildet diese Familie {uj}rez ein vollstindiges Orthonor-
malsystem.
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8 Weitere Sitze der Funktionalanalysis

In diesem Kapitel werden einige weitere wichtige Sétze der Funktionalanalysis behandelt.

Satz 22 (Satz von Stone-Weierstraf})
Sei X kompakter metrischer Raum. Sei C(X) die Menge aller stetigen Funktionen von X nach K €
{R,C} versehen mit der Supremumsnorm.

Sei B C C(X). Gelte:
(1) Vf,ge BVa,€K: f-geB A af+ g€ B
(2) 1 € B (konstante Einsfunktion ist in B)
(3) Ve £yeK3Ibe B: b(x) # by)
Dann liegt B dicht in C(X) (beziiglich Supremumsnorm).
Satz 23 (Satz von Banach-Steinhaus)
Seien X, Y normierte Rdume. Sei {T; };c; C B(X,Y) eine Familie linearer und beschrinkter Operatoren.
Wir betrachten die Aussagen:
(i) IM <ocoViel: |Ti|| <M
(ii) Ve € X : steul) | Tiz]| < oo

Dann gilt: Aus (i) folgt (ii). Ist X zusétzlich Banachraum, dann gilt auch die Umkehrung, also aus (ii)
folgt (i).

Eine andere dhnliche Formulierung dieses Satzes (unter denselben Voraussetzungen mit X als Banach-
raum) lautet: Es gilt entweder (i) oder (ii):

() IM<ocoViel: |Ti <M

(ii) 3z € X : sup || Tiz|| =
iel

Beweis. (i) = (i3).
Sei x € X beliebig. O.B.d.A sei = # 0. Es gilt nach Annahme:

sup ”ﬁ;ﬁ” < sup sup “ﬁ;ﬁ“ = sup ||T;|| < oo. Also gilt insbesondere auch: ||z|| - sup
i€l iel

iel i€l y#0

T;
”Hzgﬁ” = sup || Tiz| < oco.
i€l

Annahme: X Banachraum. Wir definieren uns ¢;(z) := | T;z|| fir ¢ € T und x € X. Diese Funktionen
sind stetig, da die T; stetig sind und die Norm stetig ist. Damit definieren wir uns: ¢(x) := sup | ;x| =
iel

sup ¢;(z) € [0, oq].
icl

Fiir ein fixiertes n € Ng sei V,, := {x € X | ¢(z) > n} = ¢~ ((n,]). Diese Menge kénnen wir umschrei-
ben zu ¢~ ((n,00]) = U ¢; '((n,0)). Vj, ist also als Vereinigung offener Mengen offen.

offen

Nach Konstruktion ergibt sich: X = |J V,, U{0} = | V,,. Wir unterscheiden nun zwei Félle:
n€Ng n>0

n>0: V, # X (Eine Menge ist nicht dicht)
0: V,, = X (Alle Mengen sind dicht)

LFall3dn>0: V, #X = ,¢ #0 = 3w € V,° Da diese Menge offen ist, finden wir ein r > 0,
sodass B(zg,r) NV, = 0. Nach Definition von V,, gilt: Vo € B(zo,7) : ¢(xo + z) < n.
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Fiir z € B(0,1) und alle ¢ € I gilt nun:
|T;z|| = L ||T;(r2)|| = || Ti(zo+12—m0)|| < L (|T3(z0 + 72)|| + || Tizol|) < 2. Daraus folgt die Behaup-
tung.

2. Fall ¥n > 0: V,, = X Wir wollen zuniichst zeigen, dass () V,, # 0.

n>0

Indirekt sei () V,, = (. Da die V,, offen und dicht sind, sind ihre Komplemente V. nirgends dicht.
n>0

c
Dabei gilt aber, dass X = 0¢ = [ N V, = |J V.. X lisst sich als abziéhlbare Vereinigung nirgends
n>0 n>0
dichter Mengen darstellen und ist damit von 1. Kategorie. Dies ist ein Widerspruch zum Baire’schen Kate-
goriensatz, nach dem X als vollstdndiger (nach Annahme) metrischer Raum von 2. Kategorie sein miisste.

Damit gibt es ein Element € () V,,. Es folgt: ¢(x) = sup ||T;z| > n fiir alle n € Ny, also muss dieser
n>0 el

Wert unendlich sein. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme (ii) des Satzes. Fall 2 kann folglich nicht
eintreten. O

Beispiel 20
Wir wiederholen ein paar Begriffe der Fourier-Analysis.

Wir betrachten X = Cpe,([—m, 7],C) die Menge aller 2m-periodischen stetigen Funktionen, versehen mit
der Supremumsnorm || - ||oc. Dies liefert uns den Banachraum (X, ||-||oo). Zu einer solchen Funktion f € X
lasst sich die Fourier-Reihe bilden:

> ok - €7 wobei ¢ == 5 [T f(t)e*dt

kEZ

Die Partialsumme fiir n € N ist S,,(f)(x) = > cx - e®**. Diese erhalten wir auch mittels Faltung

k=—n

von f und dem Dirchlet-Kern D, (x) = Zn: etk = w Also S, (f)(z) = (f * Dp)(z) =

r—"n sin(iz)
=" f (z —t)dt

Weiterhin ist es moglich zu zeigen, dass ||f — S (f)|lz2([—r,)) — 0. Wir wissen damit, dass S,,(f) fast
iiberall punktweise gegen f konvergiert. Nun kénnen wir uns die Frage stellen, ob diese Funktionenfolge
fiir alle f auch iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Dazu definieren wir uns eine Familie von Operatoren. Fiir n € N sei T, : X — C mit T,,(f) := S, (f)(0).
Diese sind linear. Auch Beschrinktheit lasst biCh zeigen mit:

Ta(F)] < 5z J70 [FODR(0 = 1)ldt < [|fllos - 5 " IDu()dt = || flloo - [ Dnl]1-

Wir wollen weiterhin zeigen, dass tatséchlich [|T,| p(x,c) = [|[Dnll1. Verwenden wir die Funktion
1, falls Dy(x) >0

. ) so ergibt sich |T},(g)| = ||D1]|1. Diese Funktion ist aber nicht stetig. Je-
—1 sons

g(z) =

doch ist es moglich, eine Folge stetiger Funktionen g; zu konstruieren, die punktweise gegen die Funktion
g konvergiert. Nach dem Satz der dominierten Konvergenz konvergiert die Folge der Integrale |T,,(g;)|
gegen den Wert |T),(g)| = || Dnll1. Somit gilt |15, ||p(x,c) = | Dnll1-

Nun versuchen wir || D, || nach unten abzuschétzen.

_ 1 [ = sin((nt3)1)
[Dnlly = 57 fﬂ’ sin(5t) dt==zJo sin(3t)

Substituiere s = (n + 1)t:

(’I’L-‘rl)ﬂ'
= i Lo ?

™
0

sin((nJr%)t)
It

dt > 1 dt

qln( nm

=3 X (fk D ‘qms( dt)

k=1
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n km n
cxE ([ ) -2

k=1

=2
Nach dem Satz von Banach-Steinhaus wissen wir iiber die Familie T,,, dass entweder (i) oder (ii) gilt:
(i) IM <ocoVneN: ||T,| <M
(i) 3f € X ¢ sup|Tu(f)] = oo
neN

Wie wir aber gerade vorhin festgestellt haben kann (i) nicht gelten, da die Normen ||T},|| = ||Dy||1 unbe-
schrénkt sind. Es muss also eine Funktion f € X derart geben, dass |T,,(f)| = [S»(f)(0)| unbeschrénkt
ist, insbesondere divergiert. Damit kann fiir diese Funktion S, (f)(0) unméglich gegen f(0) konvergieren.

Es gibt also stetige komplexwertige Funktionen, deren Fourier-Reihe nicht {iberall punktweise gegen die
Funktion konvergiert. Tatséichlich gilt sogar (ohne Beweis): Es gibt eine dichte Gs-Menge F C X, sodass
fir alle f € E gilt: {z € [-m, 7] | |Sn(f)(z)] = oo} ist dichte Gs-Menge in [—7, 7].

Satz 24 (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X, Y Banachriume. Sei T € B(X,Y) eine lineare und beschriinkte Abbildung, die zudem surjektiv
ist. Dann gilt:

6 >0VyeY mit |y <JFr e X mit |z <1: T(x) =y.

Beweis. Zunichst setzen wir By, := Bx (0, k) fiir k € N. Da T surjektiv ist, gilt: Y = |J T(By). Da Y
keN
vollstéindig ist, kann dies nach dem Baire’schen Kategoriensatz keine Vereinigung ausschliefilich nirgends

dichter Mengen sein. Es muss also fiir ein bestimmtes K € N gelten, dass T (B ) nicht nirgends dicht ist.
Aus einem obigen Lemma wissen wir damit: W := Int( T(Bg) ) # 0.

Sei yo € W. Da W offen ist, gibt es ein > 0 derart, dass Vy € Y mit ||y|| < n: yo+y € W. Da
W C T(Bg) ist, kénnen die beiden Elemente yo und yo + y durch Folgen aus T(Bg) angenihert wer-
den. 3(ay), (by) € BY : T(an) = yo und T(b,) — yo + y. Fiir die Folge (x,,) := (b, — a,,) gilt, dass
Zn = 0+ — 90 =y und |z | < lanll — [ball € K + K = 2K.

Soweit haben wir nun, dass jedes Element y € By (0,7) sich durch eine Folge aus T'(Bs) annéhern lisst.
Damit liegt T'(Bzx ) dicht in By (0,7), also By(O 1) C T(Bz2g ). Da T linear ist, lassen sich die Mengen
noch skalieren: By (0,6) C T'(B1) wobei § = 5.

Wir haben hier nun fast schon die Behauptung des Satzes stehen. Der Rest des Beweises besteht nun
darin, den Abschluss von T'(B;) loszuwerden.

Sei e > 0 und y € Y'\{0} beliebig. Es gilt 3/ := H&L\l € By (0,0). Mittels der zuvor sichergestellten Dichtheit
lasst sich dieses Element anndhern: Jv € By : ||T(v) — ¢/|| < IIyH Das Skalieren dieser Ungleichung mit

lwll H liefert: ||T(||§|| v)—y|| < e. Damit erhalten wir: Ve > 0Vy € Y 3z € X mit ||z < ”y” T () -y < e
~——

=T
Sei nun y € Y derart, dass ||y|| < J. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge in X und eine Folge in Y:

o 3z1 € X mit ||| < L | T(21) — yl| < 16 und y1 := T(21) — v

o 3zp € X mit [Jzof| < L | T(25) — 1] < L6 und gy := T(xa) — y1 = T(xa + 21) — v
Induktiv fortgesetzt:
o 3z, € X mit ||z, || < Woctl s 1 7(2,) =y || < 520 und yy, == T(@,) — Y1
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n
Weiterhin sei s, := Z:lxl Nach Konstruktion gilt nun: ||z,| < Hyglﬂ < $50 = 5=, somit also
1=
n m n
[sn—smll = D ai—= S x| < 3 o]l ™™™ 0, da der Reihenrest einer konvergenten Reihe beliebig
i=1 i=1 i=m+1

klein wird. Damit ist (s,) Cauchy-Folge im Banachraum X und besitzt damit einen Grenzwert x. Fiir
(e}

diesen gilt: [|z|| < > |lza|l < 1.
n=1

n

Schlussendlich gilt noch laut Konstruktion |77 > xl> —y|l = |T(sn)—y|| — 0. Also folgt, dass T'(sy,) — vy
i=1
und mit der Stetigkeit von T, dass T'(s,) = T'(z), womit gilt T'(x) = y. O

Korollar 8
Seien X,Y Banachriume. Sei T' € B(X,Y) surjektiv. Dann gilt: VU C X offen : T'(U) ist offen.

In Worten: Bilder offener Mengen sind offen.

Beweis. Es sei U C X offen und yo € T(U) beliebig. Dann gibt es ein z¢ € U, sodass T'(x9) = yo. Da
U offen ist, gibt es ein € > 0 derart, dass Bx(xg,¢) C U. Sei § > 0 wie im letzten Satz bestimmt. Wir
wollen zeigen, dass By (yo, %) C T(U).

Sei also y € By (yo, %). Damit folgt: 2(y — yo) € By (0,4). Mit dem letzten Satz folgt 37 € Bx (0,1) :
T(T) = %(y—yo) = T(57)=y—yo=y—T(x0) = y=T(5T+ o). Dabei gilt $T+z¢ € Bx (0, 5) C
Bx (z9,€) C U und somit y € T(U). O

Diese Folgerung zeigt also eine Art der Stetigkeitseigenschaft ”in die andere Richtung”. Dies zeigt auch
das folgende (triviale) Korollar.

Korollar 9
Sei T € B(X,Y) surjektiv. Dann ist auch die Umkehrfunktion 7~! beschrinkt.

Korollar 10
Sei (X, ||-]1) Banachraum und sei ||-||2 eine weitere Norm auf X. Gelte IM > 0Vz € X : ||z|1 < M|z||2-

Dann sind die Normen || - ||; und || - |2 dquivalent.

Beweis. Wir betrachten die Funktion I : (X, |- |l1) — (X,||-|l2), * — «, also die Identitit zwischen
den beiden (verschiedenen!) Banachriumen (X, || - ||1) und (X, || - ||2). Diese ist linear und bijektiv. Mit
der zusétzlichen Voraussetzung des Korollars sehen wir auch, dass ||I|| = M < oo, also ist diese Funktion
auch beschrénkt. Mit dem vorherigen Korollar folgt, dass auch die Umkehrfunktion 7! beschrinkt ist
und damit: Vo € X : ||z|2 < ||[I71]| - ||z|/1. Die Normen sind also fquivalent. O

Definition 31
Seien X,Y normierte Rdume. Sei D C X ein Unterraum von X und sei T : D — Y eine lineare
Abbildung (nicht zwangsweise beschrinkt). Gelte weiters:

Y(z,) € DV: (2, = ) A (T(2n) —y) — (x€D)A(T(x) =1v)
Dann heifit die Abbildung 7" abgeschlossen.

Beispiel 21

Es seien X =Y := C([a,b],R) versehen mit || - || und es sei D := C!([a,b],R) C X die Menge der dif-
ferenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Wir wissen, dass der Differentialoperator - : D — Y
linear (aber nicht beschrinkt) ist.

Gilt fiir eine Funktionenfolge (f,) aus D, dass f, — f und % fn — g jeweils gleichméfBig (also in
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der Supremumsnorm) konvergieren, so wissen wir aus der reellen Analysis, dass f € D und % f=g.
In Worten: Wenn eine Folge differenzierbarer Funktionen und die Folge ihrer Ableitungen gleichméfig
konvergieren, dann existiert auch die Ableitung der Grenzfunktion und diese ist gleich der Grenzfunktion
der Ableitungen. Dies bedeutet mit unseren Begriffen genau, dass der Differentialoperator abgeschlossen
ist (obwohl er nicht stetig ist).

Abgeschlossenheit ist ein etwas schwiicherer Begriff als Stetigkeit. Der Zusammenhang zwischen abge-
schlossenen Abbildungen und abgeschlossenen Mengen wir mit dem n#chsten Lemma klar.

Lemma 7
Seien X,Y normierte Radume. Sei D C X ein Unterraum von X und sei 7' : D — Y linear. Dann gilt:

T ist abgeschlossen < Der Graph von T ist abgeschlossen

Begriffserklarungen:
e Der Graph von T ist die Menge gr(T) := {(z,T(x)) | xr € D} C X x Y.

e Abgeschlossenheit einer Teilmenge von X x Y meint hier Abgeschlossenheit beziiglich der Pro-
dukttopologie.

e Die Produkttopologie wird beispielsweise durch die Norm ||(z,y)||xxy = ||z|lx + ||y|ly induziert.

Beweis. (*)

=.

Sei T abgeschlossen. Sei ((x,, T(z,))) eine Folge in gr(T), die gegen ein Paar (z,y) € X x Y konvergiert.
Demnach gilt:

o = zllx baw. lly = T(@)lly < llo = 2allx +ly = Ta)lly = (2,9) — (@0 Ta))lxxy — 0.

Also gilt auch z,, — = und T'(z,,) — y. Mit der Abgeschlossenheit des Graphen folgt daraus: x € D und
T(x) =y. Also ist (z,y) = (x,T(x)) € gr(T).

<.

Sei der Graph von T': gr(T') abgeschlossen. Es sei (x,,) eine Folge in D fiir die gilt: z,, — 2 und T'(z,,) — y.
Dann ist (z,, T (z,)) Folge in gr(T). Diese konvergiert gegen (z,y), da gilt:

(2, y) = (@n, T(2n)) | xxy < |2 —2nllx + [y = T(xn)|ly — 0. Aus der Abgeschlossenheit des Graphen
folgt, dass (z,y) € gr(T), und nach Definition des Graphen gilt x € D und y = T'(x). O

Lemma 8
Seien (X, ||-|x), (Y, |- |ly) Banachrdume, sei D C X Unterraum und T : X — Y linear und abgeschlos-
sen. Dann gilt:

(1) || - |l mit ||z||7 := ||z||x + [|T(x)||y fiir x € D ist eine Norm auf D und (D, || - ||7) ist Banachraum
(2) T: (D, |llr) = (Y, - |ly) ist beschrinkt

Beweis. (1).
Es ist leicht zu zeigen, dass || - |7 eine Norm auf D ist. Also zeigen wir noch, dass diese Norm einen
vollstdndigen metrischen Raum induziert.

Sei also (z,,) eine Cauchy-Folge in (D, ||-||7). Es gilt also ||zn —Zm || x + | T(n —2m) ||y = |Tn—2m|T — 0.
Damit ist (z,,) eine Cauchy-Folge in (X, || ||x) und (T'(z,)) eine Cauchy-Folge in (Y, ||y ). Diese Rédume
sind vollsténdig, also existieren zu diesen Cauchy-Folgen Grenzwerte x, — x € X und T'(z,) > y € Y.
Da T abgeschlossen ist folgt « € D und T'(z) = y.

Damit folgt: || — zp|lr = ||z — 2nllx + [ly — T'(xn)|ly — 0 und z ist somit der gesuchte Grenzwert.
(2).

IT@) |y = llzllr = ||zl x < ||z||r- Also ist die Abbildung beziiglich der neuen Norm beschrinkt. O
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Satz 25 (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
Seien X,Y Banachrdume und sei T': X — Y linear. Dann gilt:
T ist stetig < T ist abgeschlossen

Beweis. =>.
Sei (x,,) eine Folge in X. Bereits mit dieser Eigenschaft folgt aus der Stetigkeit, dass T'(z,,) — T'(x) = y.
Damit ist T" abgeschlossen.

<.

Wir wissen nach Konstruktion: ||z||x < ||z]l7. Da X und Y Banachriume sind, folgt aus einem friitheren
Lemma, dass die beiden Normen || || x und || ||z dquivalent sind. Aus dem vorherigen Lemma wissen wir:
T:(X,|-lr) = (Y,] - ly) ist beschrénkt, also stetig. Daraus folgt mit der Norméquivalenz automatisch,
dass die Funktion beziiglich der Norm || - ||x stetig ist. O

Satz 26 (Satz von Hahn-Banach)
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Sei M C X ein Unterraum von X. Sei T' € B(M,K).

Dann gibt es ein T' € B(X,K) derart, dass gilt 7|y, = T und | T|| = ||T|.

In Worten: Zu jedem Funktional auf einem Unterraum gibt es eine normerhaltende Fortetzung auf den
gesamten Raum.

Beweis. Wir zeigen den Satz in 3 Schritten.

1. Schritt

Es sei zundchst K = R. O.B.d.A. sei M C X, sonst stellt sich nicht die Frage einer Fortsetzung.
Dann Jz¢ € X\ M. Wir zeigen nun, dass es eine normerhaltende Fortsetzung von T auf den Unterraum
M := M+L{xo} gibt. Dazu halten wir fest, dass fiir ein gewsihltes a € R ein Funktional T : M — R wohl-
definiert und eindeutig bestimmt ist, wenn angesetzt wird: Fiir y + Azg € M ist T'(y + Azo) = T'(y) + Aav.

Es verbleibt die Aufgabe zu zeigen, dass ein a derart existiert, dass die Norm erhalten bleibt: ||T'|| = ||T||.

Es soll also gelten: Yy € M, A € R: |T(y) + Aa| < ||T| - ||y + Azol|. Mit der Substitution w = —Ay
erhalten wir die dquivalente Aussage Vw € M : |T(w) — a| < [|T| - ||z — w||

& Vwe M: T(w)— [T |lzo —w| < o <T(w) + [T - 2o — w]|

Ein o mit der gewiinschten Eigenschaft existiert also, falls die Ungleichung T'(w) — ||T]| - ||zo — w]|| <
T(v)+||T] - ||zo — v|| fur alle w,v € M erfiillt ist.

Man setzt an fiir beliebige w,v € M:

T(w) - T() < [T(w) — T(v)] = [T(w - v)| < 1T w - vl| < [T}l —wl + [ T]zo — vl

< T(w) = ||IT|| - |lwo —w|| < T(v)+||T] - |lxzo — v|| was genau die gewiinschte Ungleichung ist. Damit ist
gezeigt, dass es eine normerhaltende Fortsetzung von 7" auf den Unterraum M + L{zq} gibt.

2. Schritt

Nun kommt wieder das Lemma von Zorn zum Einsatz. Es sei &:= {(M',T7') | M ¢ M’ C X Unter-
raum, T7|pr = T, |T'|| = ||T||}, versehen mit der Halbordnung (M',T") < (M",T") & M’ Cc M" und
T"|pr =T'. Es sei C= {(M;,T;) | j € J} C € eine Kette.

Wir definieren M := |J M;. Fiir ein # € M definieren wir den Wert eines Funktionals T'(x) = Tj(z),
JjeJ

wobei j € J derart, dass x € M;. Dieses Funktional ist wohldefiniert, denn falls x € M;, M;, dann gilt

nach Eigenschaft der Kette (M;,T;) < (M;,T};) oder (M;,T;) > (M;,T;). O.B.d.A gelte Ersteres, also

insbesondere ist € M; C M; und Tj|p, = T; und folglich T;(z) = T;(z) = T(x) wohldefiniert. Mit

analogen Argumenten ist 7' linear und es gilt ||T|| = ||T||. So bildet (M, T) eine obere Schranke der Kette.
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Aus dem Lemma von Zorn folgt, dass es maximale Elemente gibt. Sei (M ,T) ein solches maximales
Element. Es muss gelten, dass M=X , denn sonst wéire M C X und wie im 1. Schritt beschrieben liefle
sich T noch weiter normerhaltend fortsetzen, dies wiire ein Widerspruch zur Maximalitdt von (M , T)
Daraus folgt, dass T wie gewiinscht eine normerhaltende Fortsetzung von T auf ganz X ist.

3. Schritt
Zuletzt erweitern wir die Giiltigkeit des Satzes auf K = C. Es sei X also ein normierter Raum {iiber C.
Dies ist gleichzeitig ein normierter Raum iiber R, wenn man die Vektormultiplikation auf R einschrankt.

Sei T : M — C. Dieses Funktional kann man in Real- und Imaginérteil zerlegen: T(x) = U(z) + iV (),
wobei U,V : M — R linear sind. Es folgt: V(z) = Im(T'(x)) = —Re(iT(x)) = —Re(T(iz)) = —U(iz).
Das Funktional T besitzt also die Darstellung T'(z) = U(x) — iU (iz).

Umgekehrt sei U : X — R reell linear, es gelte also lediglich Vz,y € X Va,8 € R: U(ax + By) =
U(x)+ BU(y). Wir kénnen zeigen, dass T : X — C definiert durch T'(x) = U(z) — iU (iz) komplex linear

ist:

Te+y) =Ule+y) —iU(izc+iy) =U(x) — ¢ (zx) +U(y) —iUGiy) = T(x) + T(y)

Fir a e R: T(ax) = U(az) — iU(afiz)) = a(U(x) —iU(iz)) = aT(m)

T(ix) = U(iz) — iU (itz) = U(iz) — iU(—x) = U(iz) + iU(x) = i(U(x) — iU (iz)) = iT(x)

Zusammengefasst ist T damit komplex linear.

Ist T'(x) = U(x) — iU (iz) gegeben, so gilt |[U|| = ||T||, denn einerseits
o € X |U(z)| = | Re(T(x))| < [T(x)], also |[U]| < ||T|
Andererseits sei definiert sgn(z) := i fiir 0 # z € C und sgn(0) := 0.

Mit @ = -t gilt fiir @ # 0, dass [T(2)| = a - T(z) = T(az) < U(az) < U] -Jal - o] = [U] - ],

damit also | T|| < ||U]|.

Jetzt fithren wir Obiges zusammen. Es sei T : M — C (komplex) linear und beschrénkt mit T'(x) =
U(z) —iU(x). U : M — R ist reell linear und beschrénkt da ||T'|| = ||U]| ist. Nach dem 2. Schritt gibt
es eine normerhaltende Fortsetzung U: X — R, welche wiederum ein komplex lineares Funktional
T: X — R erzeugt mit T'(z) = U(z) — iU (ix). Dieses ist auch beschréinkt mit |T|| = |T| = |U|| = ||T]-
So ist T eine normerhaltende Fortsetzung von T auf ganz X. O

Beispiel 22
Wir betrachten den Cesaro- Limes Wie aus der Analysis bekannt ist fiir eine reelle Folge (x,,) der Cesaro-

Limes definiert durch lim = Z x;, falls dieser Grenzwert existiert (wenn er existiert, heifit die Folge ()

Cesaro-summierbar). Man kann beispielsweise mit einfachen Mitteln zeigen, dass jede konvergente Folge
Cesaro-summierbar und ihr Grenzwert gleich dem Cesaro-Limes ist.

Es sei [°°(R) = [°° die Menge aller beschrénkten Folgen in R. Es sei M:= {(z,,) € {°° | lim L 3" z; exis-
tiert } die Menge aller Cesaro-summierbaren Folgen, dies ist offensichtlich ein Unterraum. F: M— R |

(zp) — lim = Z x; sei das lineare Funktional, das eine Folge auf seinen Cesaro-Limes abbildet. Weiters:
n—oo "/

Pl = tim 3>

n— oo

i< nhﬁngo %H(Q:H)HOQ = [[(zn)]loo und mit |F((1)nen)| = 1 erhilt man: |F|| = 1.

Der Satz von Hahn-Banach liefert uns eine Moglichkeit, diesen Limes zu verallgemeinern und ihn also
auf alle beschrankten Folgen zu erweitern. Wir definieren B-lim : [*® — R als eine normerhaltende Fort-
setzung von F. Man bezeichnet B-lim als Banach-Limes.

Der Banach-Limes besitzt einige #hnliche Eigenschaften wie der gewohnliche Limes.
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1

2) B-lim((zp)nen) = B-im((zp+1)nen)

(1) B-lim ist linear

(2) (

(3) B-lim((xy,)) > 0, falls fast alle z,, >0
(4) (

()

4) B-lim((zy,)) < B-lim((yy)), falls @, <y, fir fast alle n € N

5 hm mf 2y < B-lim((z,,)) < limsup z,
n— oo

Begriindung;:
(1) Klar

3

n

(2) (Tn+1 — Tp)nen € M, denn L 3" (254 — x;) = “="1 — 0. Damit 0 = B-lim((@n41 — Tn)nen) =
i=1
B-lim((zp41) — (z,)) = B-lim((2,,41)) — B-lim((z,,)) woraus die Behauptung folgt.

(3) O.B.d.A. gelte z, > 0 fiir alle n € N, sonst wende Punkt (2) induktiv an, bis diese Eigenschaft fiir
alle Indizes gilt. Es sei M := ||(2)||oo- Es ist (M)nen € M. Dann gilt:

B-lim((M — 2p)nen) < || B-im || -||(M — z)]|oc = sup M — 2, < M, da z,, > 0 fiir alle n.
— neN
=[|F||=1

B-lim((M — z,,)) = B-lim((M)) — B-lim((z,)) = M — B-lim((z,,)).
Zusammengefasst: M — B-lim((z,)) <M < 0< —B-lim((z,)) < B-lim((z,)) >0

(4) Folgt sofort aus Punkt (3).

(5) Fiir alle € > 0 gibt es ein n, € N derart, dass liminf z,, — ¢ < x,, < limsupz, + . Wende auf die

n—00 n—00
gesamte Ungleichung den Banach-Limes an, die Ungleichungen bleiben nach Punkt (4) erhalten:

liminfz,, — e < B-lim((x,,)) < limsup x,, + €. Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung.

n—oo n—oo
So vielversprechend dieser Banach-Limes auch sein mag, muss man einige Probleme in Kauf nehmen.
Erstens ist zur Konstruktion der Satz von Hahn-Banach, also infolgedessen das Auswahlaxiom notwendig.
Wir besitzen also keine Zuordnungsvorschrift fiir dieses Funktional, wir wissen nur, dass es existiert.
Zweitens ist nach dem Satz von Hahn-Banach die Fortsetzung nicht eindeutig. Wenn wir also von ”
dem” Banach-Limes sprechen, sprechen wir in Wahrheit von ” einem” Banach-Limes, da es mehrere
normerhaltende Fortsetzungen des Cesaro-Limes gibt. Man kann aber zumindest sagen, dass alle Banach-
Limiten die oben behandelten Eigenschaften besitzen.

Beispiel 23

Fiir A C N interessiert uns der Grenzwert lim
n—oo

die Menge A in N liegt. Fiir einige Teilmengen A kann dieser Grenzwert einfach berechnet werden, so ist
er beispielsweise 0, falls A endlich ist, und 1, falls A = N ist. Der Grenzwert konvergiert jedoch nicht fiir
alle Teilmengen. Dafiir kann man den vorhin definierten Banach-Limes anwenden.

m(A) = B-lim(HkEA L k<nil)

Diese Funktion erinnert an ein Wahrscheinlichkeitsma$, denn es gilt m(N) = 1, m()) = 0, und m(AUB) =
m(A) + m(B) falls A, B disjunkt sind, oder auch m(A + 1) = m(A). Es gilt jedoch nicht o-Additivitét.

Wlw, der anschaulich beschreibt, wie ” dicht”
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9 Dualrdume

Definition 32
Sei (X, ] - ||) normierter Raum.

X* := B(X,K) heifit der Dualraum von X.

Der Dualraum von X ist also die Menge der linearen und beschrinkten Funktionale von X. Wie schon im
Kapitel Lineare Operatoren erwahnt bildet der Dualraum mit der Operator-Norm wieder einen normierten
Raum. Zudem ist er auch vollstdndig, da K vollstandig ist.

Im Kapitel Hilbertraume haben wir gesehen, dass ein Pré-Hilbertraum seinem Dualraum entspricht.
Man kann jedes Element aus dem Dualraum durch ein Element aus dem Pré-Hilbertraum angeben und
umgekehrt, und dabei bleibt sogar die Norm erhalten.

Héufig identifiziert man auch die Elemente des Dualraums mit den Elementen aus H, also setzt man im
gewissen Sinne H = H*. Diese Schreibweise ist iiblich, aber dennoch mit Vorsicht zu genieflen, da es sich
bei den Rdumen H und H™* streng genommen immer noch um zwei verschiedene Rdume handelt.

Hinweis: In der gingigen Literatur wird der Sachverhalt ” H = H*” mit sogenannten isometrischen Isomor-
phismen préziser formuliert. Der Einfachheit halber werden wir uns damit begniigen, eine normerhaltende
eindeutige Zuordnung zwischen H und H™* festzustellen.

Wir kénnen uns auch iiberlegen, ob wir auch die Dualrdume gewisser Banachrdume auf &hnliche Weise
charakterisieren konnen.

Beweis. Essei K :={T:1? - C | I(yn) €12V (x,) €1P: T(xp) = > yr - Tp}-
k=1

Satz 27
Fiir p, ¢ > 1 zueinander konjugiert (also % + % =1) gilt (IP)* =14.

Wir zeigen, dass K = (IP)*.

K c (iP)*.
Sei T € K. Das Funktional ist offensichtlich linear. Es gilt fiir eine beliebige Folge (x,) € P mit der

Holder-Ungleichung: |T'(z,)| = | > vk - k| < ||(Yn)llq - ||(zn)|lp- Desweiteren wissen wir, dass die Holder-
k._

=1
Ungleichung mit einer geeigneten Folge Gleichheit annimmt. Also ist das Funktional auch beschrankt mit
IT[] = ll(yn)llq und T € (I7)*

K o (7).
Sei T € (IP)*. Sei (x,) € IP, weiters sei
(@M Vpen == (21,22, ...,25,0,0,...) und eV := (0,..., 1 ,0...)

N-te Stelle
Mit der Linearitdt und Stetigkeit von T' gilt

N N %)
T(z,) = lim T(zY)= lim T(Y zp-€e*) = lim Y ap-T(e¥) = > a1 - T(e¥)
N—oo N—oo k=1 N—o00 k=1 k=1

T ist also in K, wenn wir zeigen konnen, dass (yx)ren := (T(e¥))ren € 19. Dazu setzen wir

N N N
N ._ lyel? K ; : - : N 2 71P i Nip _ (¢—1)p — q
w? kgl ¢ als endliche Folge ist trivialerweise w™ € [P mit [jw™ ||} kZ::1 |y kZ::1 [y |9
yr7#0 ye7#0 ye7#0
N
Weiterhin ist auch T(w™) = Y |yx|9. Ist T 0.B.d.A. ungleich dem Nullfunktional, so gilt fiir ein hinrei-
k=1
Y70

chend grofies N € N, dass ||w” ]|, > 0, insbesondere # 0 ist.
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N
IT(w™) =1 > |yl < ||IT|| - |w"]|,. Auf beiden Seiten durch [[w? |, # 0 dividiert ergibt dann
k=
yk?flo
Z lywl? 1-2 1
wh 0 .
T Sl = S dlr| = D)l < 171 < oo fur st alle N € N
( Z [k |q) yk?éo yk;éo
ylc?éo
und somit auch fiir N — oo ||(yn)|lq < 00, also (y,) € 19. O

Aus diesem Satz erhalten wir auch nochmals, dass der Hilbertraum /% seinem Dualraum ({?)* gleicht. Die
Fille p = 1 und p = oo deckt dieser Satz nicht ab. Es lisst sich jedoch auch zeigen, dass (I})* = [ ist,
allerdings gilt es nicht andersrum: (1°°)* # [

Beispiel 24
Wir betrachten die Folgenrédume iiber R. Der (bzw. ein) Banach-Limes ist ein lineares und beschrinktes
Funktional auf [*°, genauer also ein Element aus dem Dualraum (I°°)*. Es kann keine Folge (y,,) € I

o]
geben, dass V(z,) € [°°B-lim(x,) = Y zxyr. Denn gibe es eine solche, so ist sie insbesondere eine
k=1

Nullfolge und 0 = B-lim(y,) = Z YkYr = Z |y|?. Demnach miisste (y,,) die konstante Nullfolge sein

k=1
und der Banach-Limes also das Nullfunktlonal was klarerweise nicht der Fall ist.

Dies ist kein Beweis dafiir, dass (I°°)* 22 I'. Es zeigt aber, dass der obige Ansatz, die Funktionale iiber
Reihen zu charakterisieren, in diesem Fall versagt.

Beispiel 25
Zunéchst einige Begriffe:

Es sei m : [0, 1] % R gegeben. Diese Funktion heifit von beschrankter Variation, falls
lm|l By —bupZ Im(t:) — m(ti-1)| < oo,

(dieser Wert helﬁt die totale Variation von m) wobei P die Menge aller endlichen Partitionen des Intervalls
[0, 1] bezeichnet, also 0 =ty <t; < --- <t, =1 (wobei n € N abhéngig von der Partition ist).

Weiters betrachten wir das Stieltjes-Integral. Dieses ist eine Verallgemeinerung des Riemann-Intergals:
Fir f € C[0,1) und m € BV|0,1] ist

kn
fol fdm = nll_{léo Z; FER) (m(tr) —m(t,)), wobei 0 = ¢} < --- <t =1 eine Folge von Partitionen

bildet, deren Feinheit gegen 0 geht (siehe Analysis II). Fiir m(t) = t erhalten wir das uns bekannte
gewohnliche Riemann-Integral.

Wir wollen nun begriinden, dass C[0,1]* durch BV0, 1] repréisentiert werden kann.
Hinweis: Genauer gilt, dass C[0,1]* 7 gleich ” der Menge der signierten Mafie auf dem Intervall [0, 1] ist.
Dabei legt jede Funktion m € BV[0, 1] ein signiertes Maf fest.

clo, 1}%R
f+—>f0fdm

Nach den Eigenschaften des Stieltjes-Integrals ist jedes Funktional F;, wohldefiniert und linear. Be-
schrinktheit folgt aus der Abschéitzung:
|[ £ dm| <|Iflls - [ImllBv , also || Full < Iml|5v-

Wir setzen fiir m € BV[0,1]: F,, {

Es sei F' € (C[0,1])*. Wir wollen eine Funktion m € BV[0, 1] derart konstruieren, dass F,, = F.

Dazu stellen wir fest, dass C[0, 1] ein abgeschlossener Teilraum von L°°[0, 1] ist (wobei beide Rdume auch
mit derselben Norm versehen sind). Hahn-Banach liefert uns eine normerhaltende Fortsetzung F' von F'
auf alle beschriankten Funktionen. Damit ist es uns moglich zu definieren: m(t) := }3‘(11[()7t])7 wobei 1 die
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Indikatorfunktion bezeichnet.

m € BV[0,1].
er stellen fest, dass fiir elne beliebige Partition mit 0 =¢; < --- <t¢, =1 gilt:
Z Im(ti) —m(ti—1)| = ;Sgn( m(t;) —m(ti—1)) -(m(t;) —m(ti—1)) = _;éi (m(t;) —m(ti—1))

i F(Ljo,0— Liots_y) = Z F(L,_y 1) =F <Z €i']1(ti1,ti])
1 =1 =1

oo = [IFll = | F].

M=

e (F(Ljp ) —F(Ljos, 1) =

<IE|-| 2 € Ay

Diese Abs&létzung ist unabhéingig von der Partition, also gilt insbesondere ||m| gy < || F||

1

.
Il

F,=F.

Es sei f € C[0, 1] beliebig. Die Folge f, := f(0) - Lioy + > f(£)- 1 iz i) konvergiert gleichméBig gegen
i=1 n ’n

f (also in L*°). Damit folgt:

ﬂﬁFU)Tg&ﬂh)7g&FO@%Mm+ZfU)quJ

n ’'n

:ﬁﬁﬂmfwmﬁ+§fﬁfﬂh$ﬁﬂ*E&Zf()((mW*FWMﬂD
=0
= li_)m L) (m(L) —m(EL)) = fol f dm = F,,(f) nach Definition des Stieltjes-Integrals.
n=ooi=1

Damit folgt wie gewiinscht F = F,.

Betrachten wir die Abschétzungen, die wir zuvor erhalten haben: |m| gy < ||F|| und ||E.|| < [|m] By,
so folgt auch ||Fy,|| = [[m| sy

Definition 33
Sei (X, -]]) ein normierter Raum. (X*)* = X** heifit der Bidualraum von X.

Einfache Beispiele fiir Elemente des Bidualraumes liefert die sogenannte kanonische Einbettung:

Beispiel 26

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und = € X beliebig. Wir definieren: F,, : X* — K, T — T(z). In
Worten ausgedriickt nimmt F,, ein lineares und beschréinktes Funktional als Argument und wertet es im
fixierten Punkt z aus. Wir wollen zeigen: F,, € X** und ||Fy| = ||=]|-

Diese Abbildung ist offensichtlich linear. Um die Beschrénktheit zu zeigen, setzen wir in die Definition
der Operator-Norm ein:

Do D 1@ o Tl
IFall = sup Sprp= = sup Sy < sup S = el
cX
T#0 T#0 T#0

Um Gleichheit zu zeigen benétigen wir den Satz von Hahn-Banach. Es sei 0.B.d.A. z # 0 und M :

L({z}). Dann definieren wir: T: M — K, Xz + \-||z. T ist offensichtlich linear und beschréinkt mit
|T|| = 1. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Erweiterung auf den ganzen Raum: T' € X* mit
|T|| = ||T|| = 1 und T'|p; = T. Mit diesem Funktional T gilt |T'(x)| = ||z = || T|| - ||z||, also nimmt obige
Ungleichung Gleichheit an: || F,|| = ||z

Verallgemeinert erhalten wir damit eine Funktion: F' : X — X**, z — F,. Diese ist linear (trivial),
erhiilt die Norm (siehe zuvor) und ist injektiv, denn fiir x,y € X,z # y gibt es ein Funktional T € X*
mit T(z) # T(y) (Ubungsaufgabe, #hnlich zur vorherigen Anwendung von Hahn-Banach), woraus folgt
F.(T)=T(z) # T(y) = F,(T) und damit F, # F,.
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Definition 34
Sei (X, ] - ||) normierter Raum. Der wie vorhin definierte injektive, normerhaltende Homomorphismus
F: X — X z+— F, heifit die kanonische Einbettung von X in X**.

Definition 35
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Wir nennen X reflexiv, falls er 7 gleich ” seinem Bidualraum X** ist.

Hinweis: Die iibliche Literatur verwendet eine andere Definition: X heif3t reflexiv, falls die kanonische Ein-
bettung surjektiv ist. Ist ein normierter Raum dieser Definition nach reflexiv bedeutet das insbesondere,
dass er isometrisch isomorph zu seinem Bidualraum ist: X = X**. Umgekehrt gilt das im Allgemeinen
nicht; Es ist moglich, dass X =2 X** gilt, aber die kanonische Einbettung nicht surjektiv und X damit
nicht reflexiv ist.

Beispiel 27
Einige Beispiele:

e Jeder Hilbertraum H ist reflexiv. Da jeder Hilbertraum zu seinem Dualraum isometrisch isomorph
ist, folgt sofort: H = H* = H**

e Fiir 1 < p < oo ist I? reflexiv, da (I?)* =17 und somit (IP)** = ({9)* =[P
e [! ist nicht reflexiv, denn wie oben angemerkt ist zwar (I1)* = [°°, aber I # (I1°°)*, somit (I*)** =
(loo)* 7& ll
Hinweis: Obiges gilt auch fiir die iibliche Definition von Reflexivitiit (siche Definition). Es wére jeweils
nachzupriifen, ob die kanonische Einbettung surjektiv ist.
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10 Adjungierte Abbildungen

Definition 36
Seien X,Y normierte Rdume. Sei T € B(X,Y).
Yr— X~

Dann heifst 7% : der adjungierte Operator von T
G—GoT

Dabei bezeichnet o die gewohnliche Hintereinanderausfithrung von Funktionen. Der adjungierte Operator
ist wohldefiniert, da jede Hintereinanderausfithrung linearer und beschréinkter Funktionen wieder linear
und beschrankt ist.

Laut Definition ist: Vo € X : GoT(z) = G(T'(z)) = T*(G)(z). Anschaulich liefert uns der adjungierte
Operator also eine Moglichkeit T in der Notation ” auf die andere Seite zu bringen ”. Dies duflert sich
auch in einer weiteren Schreibweise:

Fiir einen beliebigen normierten Raum X, ein Funktional F' € X* und € X schreibt man (F, z) := F(z)
(Achtung: Dies ist nicht mit einem Skalarprodukt zu verwechseln!). In dieser Notation ldsst sich die
vorherige Gleichung schreiben als: G(T'(z)) = ( G ,T(z)) = (T*(G),_z ) =T*(G)(z).

M~ —_——

ey~ cy cxX* eX

Diese Schreibweise steht in einem gewissen Zusammenhang mit Skalarprodukten. Handelt es sich bei
X um einen (Prd)-Hilbertraum, so lédsst sich jedes lineare und beschrinkte Funktional F' € X* als
Skalarprodukt mit einem Element f € X beschreiben (F : z — (f,z)).
In diesem Sinne ist dann (F,x) = (f,x)

—— ——

obige neue Notation Skalarprodukt von X

Satz 28
Wie zuvor seien X, Y normierte Riume und 7' € B(X,Y). Der adjungierte Operator T* von T ist linear
und beschriankt mit | 7%] = |7

Beweis. Seien G, H € Y* und A, € K. Dann ist T*(AG + uH) = A\G+ pH)oT = GoT +uH o T =
MT*(G) + pT*(H).

Fiir die Beschrianktheit verwenden wir folgende Erkenntnis aus der Ubung: Fiir eine Hintereinander-
ausfithrung zweier linearer und beschrénkter Operatoren S o T gilt ||S o T|| < ||S] - [|T].

Also setzt man an:

T*(G GoT G|-||T oo .

|T[| = sup H HC(Y‘H)” = sup H”é”” < sup % = ||T||. Damit gilt schon einmal || T*| < ||T||.
Gevy* Gev* Gevy*
G20 G20 G20

Weiters sei 2 € X beliebig gewiihlt, 0.B.d.A derart, dass T(x) # 0. Es sei y := ”;(g” Mit dem Satz von

Hahn-Banach wissen wir (siehe Ubung): 3G € Y* : |G|| = 1 und G(y) = [|y|| = 1.

Aus dieser Konstruktion folgt G(T(2)) = | T(x)| - G(7mr) = IT(2)]| - G(y) = | T(x)].

Damit ergibt sich die Ungleichung: ||T'(z)|| = [G(T'(2))| = |T*(G) ()| < [T*(G)|| - =[]l < | T*I[ - |G| -[|]|
=1
und auf beiden Seiten durch ||z dividiert TG < || 7%||. Dies gilt fiir beliebige 2 € X, insbesondere

[l

folgt also ||T|| < ||T*||. So folgt insgesamt || T|| = ||T™]|. O

Am h#ufigsten werden adjungierte Operatoren im Zusammenhang mit Hilbertrdumen (wie oben schon an-
geschnitten) betrachtet. Wie wir wissen konnen Hilbertrdume mit ihren Dualrdumen identifiziert werden;
Falls X und Y in obiger Definition also Hilbertrdume sind und 7" : X — Y ist, so kann der adjungierte
Operator T* : Y* — X* als Funktion 7% : Y — X aufgefasst werden. Dies erleichtert das Arbeiten mit
adjungierten Operatoren in der Notation, jedoch besteht die Gefahr, den Bezug zu den mathematischen
Objekten zu verlieren. Auch wenn es in solchen Féllen nicht explizit angemerkt wird, steckt im Hinter-
grund immer der Isomorphismus zwischen Raum und Dualraum.
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Beispiel 28
Es sei X =Y = C" versehen mit dem iiblichen Skalarprodukt (z,y) = «* -y, wobei z* die adjungierte
Matrix von z bezeichnet (transponiert und jeder Eintrag komplex konjugiert). Es sei T : X — Y linear
und beschrénkt. Wie wir aus der linearen Algebra wissen lédsst sich T' als Matrixmultiplikation mit einer
Matrix A € C™*™ darstellen, demnach T'(z) = A-z. Wir suchen nun den adjungierten Operator der Form
T:Y —» X.

Dazu sei ¢ € Y beliebig (welches ja eindeutig umkehrbar einem Funktional x — (c,z) entspricht). Dann
ist (¢, T(x)) = {c,A-z) =c*-A-x=(A"-¢)* - = (A*-¢,z). Nach dieser Uberlegung ist 7% : ¢ — A* - ¢
der gesuchte adjungierte Operator.

Wenig tiberraschend decken sich also die Namensgebungen; Der adjungierte Operator des durch die Matrix
A induzierten Operators ist der durch die adjungierte Matrix von A induzierte Operator.

Streng nach Definition ist der eigentliche adjungierte Operator T* : Y* — X* etwas anders; Fiir G € Y*
ist T*(G) = F € X* derart, dass F : x — (A* - ¢,x), wenn G die Darstellung G : y — (¢, y) besitzt.

Wie gewiinscht haben wir jedoch von den konkreten Dualriumen Abstand genommen, unter Bezug der
Isometrien X = X* bzw. Y = Y* die Elemente der Dualrdume durch ihre korrespondierenden Elemente
aus X und Y ersetzt und den adjungierten Operator als Funktion 7* : Y — X bestimmt. Damit entfallen
die Miihen, die vorkommenden Funktionale als solche korrekt zu deklarieren und zu notieren.

Beispiel 29

Es sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph. Fiir eine beliebige Kante e € E bezeichne e™ € V den
Startpunkt und e~ € V den Endpunkt von e. Fiir einen Knoten v € V schreiben wir v ~ e bzw. e ~ v,
falls v Start- oder Endpunkt der Kante e ist.

Weiters sei eine Funktion r : £ — RT gegeben. Der gerichtete Graph repriisentiert ein Stromnetzwerk;
Jede Kante e € F ist ein Stromkabel, welches den Widerstand r(e) besitzt und in dem Strom von dem

V =Rt
Knoten et nach e~ fliefit. Weiterhin definieren wir eine Funktion m : vis 3 L
r(e)

e~v

Diese beiden Funktionen legen jeweils ein Mafl auf ihren Definitionsmengen und in weiterer Folge zwei
Hilbertraume fest:

PV,m)={¢:V=>R| 3 m(v) ¢(v)? <oo}

veV
I*(E,7) ={Y: E—R| XE: r(e)-¥(e)? < oo}
ecE
wobei fiir ¢1, o € 12(V, m) definiert ist: (¢1, G2)i2(vomy 1= D, m(v) - p1(v) - pa(v)
veV
und fiir o1, 95 € I*(E,r) analog: (Y1,12)2(g,r) = 2 7(€) - 1(e) - Ya(e).

eckE

Eine Funktion f € [?(V,m) repriisentiert das Anlegen bestimmter Spannungen an den Knoten aus V.
Daraus wiinscht man sich, die Stromstéirken, die durch die einzelnen Kanten fliefen, zu bestimmen. Um
das zu tun, bezieht man sich auf das Ohm’sche Gesetz AU = R - I (Spannung = Widerstand mal
Stromstérke). Dadurch motiviert ldsst sich ein Operator definieren:
2 2
EWVom) = F(E, ) derart, dass V f(e) = HeD—fen)
[ V() =Vf )

Fiir Wohldefiniertheit dieses Operators ist zu zeigen, dass fiir f € [2(V, m) beliebig gilt:
HVleQz(EM = Y r(e)(Vf(e))? < co. Man setzt also ein:

ecE

et)—f(e™ 2 et)—f(e™))? —
EET(e) (f( Z(e])C( )) - ZE(f( )T(ef)( ) < ZET(Z)(f(e-i-P_i_f(e )2)
e€ ec e

Hier wird fiir jede Kante je Start- und Endpunkt summiert; Die selbe Summe erhalten wir, indem wir

fiir jeden Knoten iiber alle damit verbundenen Kanten summieren.
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B %:V efzv:v %f(vf k5 (Z 1) JP = 2||f||l22(V,m) <

veV 7‘(6)

=m(v)

e~v

Daraus folgt insbesondere auch ||V f|[;2(g,,) < V2. | f1li2(v,m), also Beschrénktheit des Operators V. Wie
sofort erkennbar ist, ist der Operator auch linear.

Nochmals zusammengefasst ist V : [2(V,m) — [?(E,r) ein linearer und beschriinkter Operator. Nun
koénnen wir (unter der Beriicksichtigung, dass wir es hier mit Hilbertrdumen zu tun haben) den adjun-
gierten Operator V* : [2(E,r) — [2(V,m) bilden; Es sei f € I>(V,m) und g € I?(E,r):

(V1.9 = 5 (€ V1) gle) = X rle)- MR gfe) = ¥ (1) = f(7)) - 9(0)

Wie zuvor ordnen wir die Summe derart um, dass iiber alle Knoten summiert wird. Dabei ist zu unter-
scheiden, ob der Knoten ein Start- oder ein Endpunkt einer anliegenden Kante ist:

=2 | X 10ee) - 3 0| = X 5w | X ate) = X al) |- s m
=:V*g(v)

= (f,V*9)i2(g,r)- Damit haben wir den adjungierten Operator bestimmt.

Dies alles sind Hilfsmittel, um Graphen (im konkreten Fall Stromnetzwerke) auf gewisse Eigenschaften
zu untersuchen.

Nun wollen wir uns dem Satz vom abgeschlossenen Bild widmen. Dazu beschéftigen wir uns zunéchst
mit der Abgeschlossenheit des Bildes einer linearen und beschrinkten Abbildung.

Beispiel 30

Es seien V und W endlich-dimensionale normierte Rdume und 7' : V' — W linear (da die Rdume endlich-
dimensional sind, ist die Abbildung auch automatisch beschrénkt). Das Bild T'(V') =: Im(T) ist wie wir
wissen ein Unterraum von W. Da W endlich-dimensional ist, muss auch I'm(T) endlich-dimensional sein
und nach der Folgerung des Satzes 11 auf Seite 17 ist Im(T") auch abgeschlossen.

Beispiel 31
. . 1> =1
Wir betrachten den Banachraum (I°°,| - ||oo) Es sei T : . gegeben. Man stellt
(xn)neN = (ﬁ)neN
leicht fest, dass T' linear und beschrénkt ist. Das Bild besitzt folgende Darstellung: Im(T) = {(yn) €

> | ||(n2yn)n€N||OO = sup |n2yn| < OO}
neN

Nehmen wir nun die Folge von Folgen 3"V = (1, %, %, R %, 0,0,...) her, so konvergiert sie in (I%°, || - ||c0)

gegen die Folge y = (%)neN- Es sind alle 4V € Im(T), jedoch gilt fiir y: sup \n2%| = supn = oco. Also liegt
neN neN
der Grenzwert y der in Im(T") liegenden Folge nicht in Im(T"), diese Menge kann somit nicht abgeschlossen

sein.

Im Gegensatz zu endlich-dimensionalen Rdumen ist in unendlich-dimensionalen Rdumen also das Bild
einer linearen und beschriinkten Abbildung im Allgemeinen nicht abgeschlossen.

Um ein niitzliches Kriterium zu gewinnen, wann das Bild abgeschlossen ist, rufen wir uns das Korollar
9 auf Seite 31 (im Folgenden abgekiirzt mit SoA+ (Korollar des Satzes der offenen Abbildung)) in
Erinnerung. Dieses liefert uns, dass falls X und Y Banachridume sind (Vollsténdigkeit beider Rédume ist
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essentiell!) und T': A — Y linear, beschrinkt und bijektiv ist, auch die Umkehrfunktion 7~! beschrinkt,
insbesondere also stetig ist.

Seien also X,Y Banachréume. Ist 7' : X — Y nicht bijektiv, so ldsst sich diese Abbildung in eine
Bijektion umformulieren mit: T : X/ker(T) — Im(T). Dabei bezeichnet X/ker(T) den Faktorraum von X

nach dem abgeschlossenen Unterraum ker(T"). Dieser bildet mit der Norm ||[z]|| = X ]icnf(T) |z + K|| fir
Eker

[x] € X/ker(T) wieder einen Banachraum (siche Ubung). Falls nun auch I'm(7T) ein Banachraum ist, so
folgt aus dem Korollar SoA+ in weiterer Folge, dass Im(T) abgeschlossen ist. Leider ist Im(7T) nicht
immer ein Banachraum, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.

Beispiel 32
Es sei X ein Vektorraum und es seien || - ||1, || - ||2 zwei nicht zueinander dquivalente Normen, wobei || - ||1
(X ) = (X0 Hl2)

stirker als || - |2 sel (3M € RVz € X : ||z|l2 < M - ||z|1). Die Abbildung T : .
T

ist bijektiv, linear und stetig. Die Umkehrabbildung 7! ist jedoch nicht stetig, da die Normen laut
Angabe nicht dquivalent sind.

Falls (X, || - ||1) also ein Banachraum ist, kann (X, || - ||2) kein Banachraum (also nicht vollsténdig) sein,
weil uns das Korollar SoA+ sonst den Widerspruch liefert, dass die Umkehrabbildung doch stetig sein
miisste.

Fiir den Satz vom abgeschlossenen Bild bendtigen wir einige Lemmata und Korollare, wobei wir nicht
auf alle Beweise niaher eingehen wollen.

Lemma 9
Seien X,Y Banachrdume. Sei T' € B(X,Y"). Dann sind &quivalent:

(1) Im(T) ist abgeschlossen
(2) IMeRVzeX I e X: T(x)=T(2') und ||2'||x < M - ||T(z)|ly
(3) 30 >0: T(Bx(0,1)) D By (0,9)

Korollar 11
Es sei X Banachraum. Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt:

(1) Sei U C X, U # X.Dann 3¢ € X*: ¢ #Z 0 und Yu € U : ¢(u) = 0.
(2) Seien U,V C X, U,V konvex, U abgeschlossen, V' kompakt. Dann 3¢ € X*: ¢ly < a < f < ¢|v

Personlicher Hinweis: Punkt (2) habe ich Eins zu Eins aus meiner Mitschrift iibernommen. Er kann jedoch
so, wie er da steht, nicht richtig sein, denn beispielsweise fiir U = V' (was ja nicht ausgeschlossen ist)
miisste fiir alle z € U gelten ¢(z) < ¢(z). Ich werde im Folgenden dennoch davon ausgehen, dass dieser
Punkt iiberall dort gilt, wo wir ihn verwenden.

Definition 37
Sei X normierter Raum. Sei S C X, sei U C X*

Dann heifit S* :={f € X* | Vs € S: f(s) =0} der Annulator oder auch Annihilator von S.
Ahnlich definieren wir: °U := {zx € X | Vg € U : g(z) = 0}.

Der Annihilator verallgemeinert im gewissen Sinne den Begriff der Orthogonalitdt auf normierte Raume.
Wie beim orthogonalen Komplement ist leicht zu zeigen, dass S® bzw. “U abgeschlossene Unterrdume
sind.
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Lemma 10
Seien X,Y Banachriume und T € B(X,Y’). Dann gilt:

(1) Im(T)* = ker(T™)
2) *(Im(T*)) = ker(T)
m(T) =* (ker(T™))

Beweis. (1) ge Im(T)* & Ve e X : g(T(z)) =T*(g9)(z) =0 & T*(g) =0 < g € ker(T*)

(2) M) zecker(T) & T(x)=0 & VgeY*: g(T(z)) =T*(g9)(z) =0
S VfeIm(T): f(a)=0 & x € *(Im(T*))

(3) ’7C77 :
Es geniigt zu zeigen: Im(T) C *(ker(T*)), da letztere Menge abgeschlossen ist. Sei y € Im(T),
Jr e X : T(x) =y. Dann gilt Vg € ker(T*): g(y) = g(T(z)) = T*(g9)(z) =0 = y & *(ker(T*))

D KA

Dies gilt, falls *(ker(T7*))\Im(T) = 0. Indirekt sei diese Menge nicht leer.

Also Jy € “(ker(T*))\Im(T). Es folgt y # 0 und Im(T) # Y. Nach Korollar 11 gibt es ein Funktional
¢ € Y* derart, dass @[,y = 0 und ¢(y) # 0. Es ist ¢ € Im(T)* = ker(T*); da ¢(y) # 0 folgt, dass
y & “(ker(T™)), was ein Widerspruch zur Wahl von y ist.

(4) ohne Beweis

Satz 29 (Satz vom abgeschlossenen Bild)
Seien X,Y Banachriume und T € B(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Im(T) ist abgeschlossen
(2) Im(T) = “(ker(T*)

(3) Im(T™) ist abgeschlossen
(4) Im(T*) = ker(T)*

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma folgen bereits die Aquivalenzen (1) < (2) und (3) < (4). Wir
zeigen also bloB (1) = (4) und (3) = (1)

(1) = (4).
Im(T K
Klar ist bereits: Im(T*) C ker(T)®. Sei nun f € ker(T)® Wir definieren h : { ni f)(i mit
Y x
x € X derart, dass T(z) = y. Diese Funktion ist wohldefiniert, denn fiir jedes y € Im(T) gibt es
klarerweise zumindest ein x € X mit T(x) = y und fiir ein weiteres 2’ € X mit T(z) = T(a’) gilt
x—a’ € ker(T) C ker(f), also f(z) = f(a').

Linearitdt von h folgt leicht aus der Linearitdt von f und 7. Um Beschrianktheit zu zeigen nutzen wir
Punkt (2) des Lemmas 9 (Seite 43). Sei y € Im(T) beliebig, weiters x € X derart, dass h(y) = f(x). Es
gibt ein 2’ € X derart, dass T'(2') = T(x) = y und ||2'|| < M||y||.

Dann ist [h(y)| = [f (@) < IfI- 2" < ILFI- M-yl

Insgesamt ist h also ein lineares und beschrianktes Funktional auf I'm(T"). Nach dem Satz von Hahn-
Banach gibt es eine Fortsetzung ¢ auf ganz Y. Mit diesem Funktional erhalten wir:

T(¢p) = ¢oT = @lpmmryoT = hoT = f, also ist f € Im(T*). Dies liefert uns wie gewiinscht
ker(T)* C Im(T*).
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(3) = (1).

Sei I'm(T™) abgeschlossen. Nach Lemma 9 (Seite 43) gilt:

Im(T) abgeschlossen < 35 > 0: T(Bx(0,1)) D By (0,9),

wir zeigen also diese Eigenschaft. Aus dem gleichen Lemma folgt mit der Abgeschlossenheit I'm/(T*), dass
M ERVgeY* 3¢ €V*: T*(g) =T*g) und |lg'ly- < M - |T*(g)|x-.

Sei nun y € Im(T)\T(Bx(0,1)). Wir setzen U := T(Bx(0,1)) und V := {y}. Damit sind die Vorausset-
zungen des Korollars 11 (Seite 43) erfiillt, was uns liefert: 3g € Y* 3o, 8 : gly < a < B < g|y und in
weiterer Folge sup lg(u)| = sup flgoT(@)] = llge T = I7*(9)l < lg(w)-

x€Bx(0,1)
Mit obiger Feststellung 3¢’ € Y* : T*(g) = T*(¢') und ||¢'|| < M| T*(g)|. Aus go T =T*(g) =T*(¢') =
g oT und y € Im(T) folgt g(y) = ¢'(y). Wir erhalten die Ungleichungskette:
I <IT* @l <9 =g <9l lly] = v> -

Wir legen also fest: § := % Wir haben fiir y € Im(T') gerade gezeigt: y & T(Bx(0,1)) = y > 0. Das
Umkehren dieser Implikation liefert also insbesondere y € Byy,,(1(0,0) = y € T(Bx(0,1)), was unsere
Behauptung ist.

O
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11 Schwache Konvergenz

Einige Begriffe von topologischen Riumen haben wir bereits im allerersten Kapitel behandelt. Um den
Begriff schwache Konvergenz einzufithren, bendétigen wir ein paar weitere Begriffe von topologischen
Réaumen. Speziell wollen wir uns iiberlegen, wie wir bei Mengen, die noch keine Topologie besitzen, die
Konstruktion einer solchen sinnvoll motivieren kénnen.

Definition 38
Sei (X, T) topologischer Raum. Sei BC T. Gelte:

YUeTVreU3dBeB: xe€BCU
Dann heifit B Basis der Topologie 7.

Offensichtlich ist jede Menge der Basis eine offene Menge in der Topologie, die von dieser Basis induziert
wird. Ublicherweise werden Mengen aus der Basis als typische offene Mengen bezeichnet.

Beispiel 33
Es sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum. Die Menge aller offenen Kugeln B:= {B(z,¢€) |z € X,e > 0}
bildet offensichtlich eine Basis fiir die von der Metrik induzierten Topologie.

Lemma 11
Sei X # () eine Menge und BC P(X). Dann gilt:

B ist Basis einer Topologie auf X < |J B=X undVB,CeBVYxe BNC3IDeB: x€ DCBNC
BeB

Die Topologie T entsteht dann aus allen beliebigen Vereinigungen der Elemente der Basis:

T := {U B; ’ I Indexmenge , B; € B Vi € I}

el

Definition 39
Sei X # () eine Menge und 8 C P(X). Gelte, dass die Menge aller Durchschnitte endlich vieler Elemente
aus S eine Basis ist. Dann heiffit S Sub-Basis.

Lemma 12
Sei X # () eine Menge und S C P(X).

S ist eine Sub-Basis < |J D=X
DeS

Nochmals zusammengefasst induziert jede Sub-Basis eine Basis, welche wiederum eine Topologie indu-
ziert,.

Wie bereits im ersten Kapitel (Definition 6, Seite 3) definiert ist die Stetigkeit einer Funktion f: X — Y
ein Begriff, der von den Topologien auf X und Y abhéingt. Wie im Folgenden behandelt ldsst sich die
Sache auch andersherum aufziehen. Falls eine der Mengen X oder Y noch nicht mit einer Topologie
versehen ist, kann eine Topologie derart konstruiert werden, dass die gegebene Funktion f stetig wird.

Definition 40
Sei X # () eine Menge und seien T, 7" zwei Topologien auf X.

Gelte, dass 7 C 7’. Dann heifit 7 grober als 7', bzw. heifit 7' feiner als 7.
In Worten: T ist gréber als 77, falls jede offene Menge in T auch offen in 77 ist.
Beispiel 34

Seien (X, Tx),(Y,Ty) topologische Ridume und sei f : X — Y stetig (beziiglich dieser angegebenen
Topologien (!)). Die Funktion bleibt weiterhin stetig, falls Tx mit einer feineren Topologie, bzw. falls Ty
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mit einer groberen Topologie ersetzt wird (dies folgt sehr einfach aus der Definition von Stetigkeit).

Definition 41
Seien X,Y nichtleere Mengen und f: X — Y.

(1) Sei Ty Topologie auf Y. Dann heiBt 7x  := {f~'(V) | V € Ty} die von f induzierte Topologie
auf X. (Diese ist die grobste Topologie auf X, beziiglich der f stetig ist.)

(2) Sei Tx Topologie auf X. Dann heifit Ty := {V C Y | f~1(V) € Tx} die von f induzierte
Topologie auf Y. (Diese ist die feinste Topologie auf Y, beziiglich der f stetig ist.)

7Zu zeigen, dass diese induzierten Topologien tatséchlich Topologien sind, ist eine einfache Ubungsaufgabe.

Damit haben wir eine einfache Mdoglichkeit, mit einer gegebenen Funktion f : X — Y und einem gege-
benen topologischen Raum (Y, Ty ) eine Topologie auf X zu konstruieren. Da Stetigkeit fiir eine einzelne
Funktion nicht gerade sehr spannend ist, wollen wir unsere Mittel allgemeiner gestalten und eine Topo-
logie auf X zu konstruieren, beziiglich der eine ganze Familie (f;);c; an Funktionen f; : X — Y stetig
ist.

Dies ist nicht weiter schwer. Denn es ist zwar die Vereinigung aller von f; induzierten Topologien auf X,

also |J Tx,s, im Allgemeinen keine Topologie, sie bildet aber (nach einem obigen Lemma) eine Sub-Basis,
i€l

welche wiederum eine Topologie 7 induziert. Mit einfachen Uberlegungen stellt man fest, dass 7 feiner

ist als alle Topologien Ty y,, demnach sind alle Funktionen der Familie beziiglich der Topologie 7" stetig.

Definition 42
Sei X # () eine Menge, (Y, Ty ) ein topologischer Raum.

Sei (fi)icr eine Familie von Funktionen f; : X — Y. Die durch die Sub-Basis |J Tx,s, induzierte
i€l
Topologie heifit die durch die Familie (f;);c; induzierte Topologie.

Definition 43

Sei (X, ] - ||) normierter Raum. Die schwache Topologie auf X, bezeichnet mit Tx x«, ist die von
allen linearen und beschrinkten Funktionalen induzierte Topologie. (Diese ist die grobste Topologie,
beziiglich der alle linearen und beschriinkten Funktionale stetig sind.)

Sei weiters (z,,) eine Folge in X . Die Folge heifit schwach konvergent, falls sie beziiglich der schwachen
Topologie konvergiert. (Definition der Konvergenz in topologischen Riumen siehe Definition 2, Seite 1)

Nach obiger Uberlegung besitzt die Basis der schwachen Topologie Tx,x~ die Darstellung
B:={T,"(V)n---nT (Vi) | k€N, V1,...Vj offen in K, Ty,..., Ty € X*}

Die schwache Topologie ist grober als die durch || - || induzierte Topologie. Daraus folgt vor allem, dass
falls eine Folge (z,) (beziiglich der || - ||-Topologie) konvergiert, sie auch schwach und gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Im Endlich-dimensionalen stimmen die schwache und die gewdhnliche Topologie
iiberein, im Unendlich-dimensionalen muss das nicht mehr der Fall sein, wie ein Beispiel spéter zeigen
wird.

Lemma 13
Sei (X, | - ||) normierter Raum. Die schwache Topologie ist eine Hausdorff-Topologie.

Beweis. Seien x # y € X beliebig. In der Ubung wurde mithilfe des Satzes von Hahn-Banach gezeigt:
T € X*: T(x) # T(y). Da K bereits ein Hausdorff-Raum ist, gibt es zwei offene disjunkte Umgebungen
UVCKmit T(z) eU,T(y) € V.

Damit folgt direkt € T~1(U) und y € T~(V), wobei diese Mengen einerseits disjunkt und andererseits
als Urbilder von offenen Mengen unter der stetigen Abbildung T" selbst wieder offen sind. Dies erfiillt die
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Forderungen der Definition. O

Damit erhalten wir auch, dass der Grenzwert einer beziiglich der schwachen Topologie konvergenten
Folgen eindeutig bestimmt ist.

Satz 30
Sei (X, | -]|) normierter Raum. Sei (x,,) eine Folge in X und x € X. Es gilt:

xn — x schwach & VT € X*: T(x,) — T(x)

Beweis. =.

Sei T' € X* beliebig und sei U C K eine beliebige offene Umgebung von T'(z), also T'(z) € U. Es folgt
x € T7YU), diese Menge ist als Urbild einer offenen Menge unter einem linearen und beschréinkten Funk-
tional auch in T'x x+ offen. Da nach Annahme z,, — x schwach, liegen fast alle Glieder z, € T=*(U),
somit gilt auch fiir fast alle n € N: T'(x,,) € U. Dies erfiillt die Definition der Konvergenz T'(z,,) — T(x).

<.
Sei U € Tx x+. Die schwache Topologie wurde mithilfe der wie oben notierten Basis B erzeugt. Nach
Eigenschaft der Basis gibt es endlich viele 7; € X* und V; C K offen derart, dass z € T, '(Vi) N --- N
Tk_l(Vk) cU.

Es folgt Vj = 1,...k : Tj(z) € V;. V; ist also offene Umgebung von Tj(x). Nach Annahme konver-
giert T;(z,) — Tj(x), also liegen nach Definition der Konvergenz fast alle diese Folgenglieder in V:
dn; e NVn>n;: Tj(z,) € V.

Mit N := max m; gitVj=1,...kVn > N: z, € ijl(Vj)7 also insgesamt gilt ,, € T, (Vi) N---N
Jj=1,...

T, (Vi) C U fiir fast alle n. Nach Definition konvergiert damit z,, — = schwach.
O

Beispiel 35

Es sei (un)nen ein Orthonormalsystem eines Hilbertraums (H, (-, -)). Ein jedes Funktional T' € H* ldsst

sich als Skalarprodukt mit einem gewissen y € H beschreiben. Es gilt nach der Besselschen Unglei-

chung: [[y||? > 3 |§(n)|?, also ist diese Reihe konvergent und es muss gelten §(n) — 0. Dabei ist ja
neN

g(n) = <un,y> = T(un)'

Insgesamt gilt also fiir alle Funktionale T' € H*, dass T'(u,) — 0. Damit folgt, dass die Folge (u,)
schwach gegen 0 =: u, konvergiert. In der gewhnlichen Topologie konvergiert sie gar nicht, da sonst die
Grenzwerte {ibereinstimmen miissten, was uns den Widerspruch 1 = |ju,|| — ||uco|| = 0 beschert.

Offensichtlich muss auch die Norm in der schwachen Topologie nicht mehr stetig sein, fiir Banachraume
gilt aber zumindest noch folgendes Lemma.

Lemma 14
Sei (X, || - ||) Banachraum, sei (x,) Folge in X und z,, — x € X schwach konvergent. Dann gilt:

Die Folge ||z, || ist beschrénkt und ||z|| < liminf ||z, ||
n—oo

Beweis. Wir beziehen uns auf die kanonische Einbettung (siehe Definition 34, Seite 39). Fiir ein z € X
sei F € X**, T+ T(x). Wie wir wissen gilt ||Fy||x+ = ||z]|x. Zudem gilt VI' € X*: F, (T) — F,(T),
denn es gilt Fy, (T) = T(zn) = T(z) = F(T) nach dem vorherigen Satz. Da die Folge ( F,, (T) )nen
konvergiert, ist sie beschrankt.

48



Einfiihrung in die Funktionalanalysis  Version 21. August 2014 Schwache Konvergenz

Also gilt VT € X* : sup|F,, (T)| < co. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Dualraum ist Banach-
neN

raum, da X Banachraum ist) gilt:
sup ||Fy, ||x+« = sup ||z, || x < oo, woraus die Beschrénktheit von (||z,]|) folgt.
neN neN

Weiters gilt fiir alle n € N und VI € X™*: % <Ny, || = l|znll-

Auf beiden Seiten den Limes Inferior angewendet liefert:

Fop (] _ i [Fey (D _ [Fo (D] o
o = m s = Sy < liminf .

n— oo

lim inf
n— o0

Auf beiden Seiten sup angewendet liefert:
TeX*
E(DL — || Fy|| = ||z|| € sup liminf ||2,|| = lim inf ||2,,||, was die Behauptung ist. O
[Eall Tex* n—oo n—o00

sup
Tex*

Die kanonische Einbettung liefert uns eine Familie von Elementen des Bidualraumes eines normierten
Raumes. Diese Familie induziert ihrerseits eine Topologie auf dem Dualraum.

Definition 44
Sei X normierter Raum und F' die kanonische Einbettung (siehe Definition 34, Seite 39). Die durch die
Familie (F,).ex induzierte Topologie auf X™* heifit die Schwach-x-Topologie.

Hier ist wichtig zu betonen, dass die Schwach-*x-Topologie im Allgemeinen nicht der schwachen Topologie
des Dualraumes gleicht, sondern Erstere lediglich gréber als Letztere ist. Der Grund dafiir ist, dass in
allgemeinen normierten Rdumen nicht alle Elemente des Bidualraumes als Funktion F, der kanonischen
Einbettung dargestellt werden kénnen. Die Familie (F,),cx ist also womdglich kleiner als die Familie
aller Elemente des Bidualraumes und induziert daher eine eventuell echt grobere Topologie. Die Schwach-
*-Topologie gleicht aber der schwachen Topologie des Dualraumes beispielsweise dann, falls der normierte
Raum reflexiv ist.

Analog wie bei der schwachen Topologie ldsst sich leicht eine Darstellung der Basis der Schwach-x-
Topologie angeben:

B:= {F;ll(Ul)ﬂ~~~ﬁF;€1(Uk) |keN, zq1,...,2, € X, Up,...Ug CKoﬁen}

wobei F;1(U) = {T € X* | T(x) € U}, also umgeformt:

B={{T'e X*|T(x;)€Uj,j=1,....k} |keN, z,...,2, € X, Uy,... U, CKoffen }

Lemma 15
Sei X normierter Raum. Es gilt:
(1) Die Schwach-+-Topologie ist Hausdorff-Topologie.

(2) Fiir eine Folge (7,,) in X* und T € X* gilt:
T, — T schwach-+-konvergent < Ve € X : T,(x) — T(x)

Schwach-x-Konvergenz ist also dquivalent zur punktweisen Konvergenz der linearen und beschriankten
Funktionale.

Wir wollen uns nun dem Satz von Alaoglu widmen. Fiir diesen benétigen wir neben ein paar weiteren
einfachen Kenntnissen der Topologie auch den Satz von Tychonoff. Dabei wollen wir nicht auf alle Beweise
weiter eingehen.
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Satz 31 (Satz von Tychonoff)

Sei (X;,T;)icr eine Familie kompakter topologischer Riume. Dann ist der Produktraum [] X; kompakt
iel

beziiglich der Produkttopologie.

Begriffserklarungen:

e Der Produktraum ist [[ X; := {f IT—= U X;
i€l i€l

Yiel: f(i)e Xi}.

e Die Produkttopologie darauf ist die von der Familie der Projektionen (7;);c; induzierte Topologie.

e Fiir i € I ist die Projektion m; : [[ X; — X, bekanntlich definiert durch m;(f) := f(q).
jeI

Satz 32 (Satz von Alaoglu) o
Sei (X, - ||) normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel des Dualraumes B, (0, 1)
kompakt beziiglich der Schwach-x-Topologie.

Personlicher Hinweis: Der folgende Beweis ist noch in Bearbeitung, da ich selbst noch nicht alle Details
nachvollziehen konnte. Folgendes ist also eine vage und moglicherweise mathematisch nicht ganz schliissige
Formulierung des Beweises, der in der Vorlesung présentiert wurde.

Beweis. Wir definieren fiir x € X : K, := Bg(0, ||z|) = {t € K| |[t| < ||z|}. Wir wissen aus der Analysis,
dass diese Mengen kompakt beziiglich der iiblichen Topologie auf K ist. Nach dem Satz von Tychonoff
wissen wir, dass das Produkt dieser Familie [[ K, beziiglich der Produkttopologie kompakt ist.

reX

Dabei ist dieser Produktraum: [[ K, ={f:X - K |Vz e X : |f(z)| < |z|}, versehen mit der Topo-
zeX
logie induziert durch die typischen offenen Mengen

{f: X =>K|VzeX: |[f) <|z|udVj=1,...,n: f(z;) €U},
wobein €N, z1,...,z, € X und Uy, ...,U, C K offen sind.

Im Vergleich dazu betrachten wir By (0,1) C X* versehen mit der Schwach-x-Topologie, induziert durch
die offenen Mengen

{f:X — K| f linear, beschrankt und Vj =1,...,n: f(z;) € U;},

abermals firn € N, x1,...,2, € X und Uy, ...,U, C K offen.

Unter Bezugnahme einer Spurtopologie stellt sich B,«(0,1) als topologischer Unterraum von [] K,
zeX

beziiglich der Schwach-x-Topologie dar. Die Menge B, (0, 1) ist also als Teilmenge der kompakten Menge

I K. kompakt, falls sie abgeschlossen ist (abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kom-
zeX
pakt).

Es verbleibt zu zeigen dass B, (0, 1) abgeschlossen ist. Darauf wollen wir nicht niither eingehen. O

Aus dem Satz von Alaoglu folgt insbesondere, dass jede Folge in B,+(0,1) eine schwach-x-konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in B, (0,1) besitzt.

Beispiel 36

Im Kapitel Dualriume wurde angemerkt, dass der Dualraum von X = (C[0,1],] - |lco) dem Raum:
{p | p:1[0,1] — R, signiertes MaB$} entspricht. Mit T),(f) := folf dp fir f € X und ||T,||x+ = ||pllBv
erhalten wir fiir die abgeschlossene Einheitskugel von X* eine Darstellung der Form

{:10,1] — R signiertes Ma8 | ||| v < 1}, welche nach dem Satz von Alaoglu schwach-x-kompakt ist.

Die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle ist eine abgeschlossene Teilmenge dieser Kugel und somit eben-
falls kompakt. Daraus folgt, dass jede Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen eine schwach-x-konvergente
Teilfolge besitzt. Dabei bedeutet die Schwach-x-Konvergenz p,, — p, dass [ f du, — [ f dp fiir alle
feclo,].
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12 Kompakte Operatoren

Zu Beginn rufen wir uns Satz 6 auf Seite 10 in Erinnerung. Fiir einen metrischen Raum (X, d) und K C X
gelten folgende dquivalente Aussagen:

(1) Jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung (Uberdeckungskompaktheit)
(2) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K (Folgenkompaktheit)
(3) K ist vollstéindig und besitzt fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz, daher:

Ve >03zy,...2,, €C : CC D B(zi,€) (total beschrénkt), bzw. alternativ formuliert

Ve >0 3E C K endlich V€ K : d(x, E) = inf d(z,e) < ¢

Dieser Satz gilt wohlgemerkt fiir metrische Rdume. Punkt (1) und (2) kénnen auch fiir topologische
Réume tiberpriift werden. Dabei stellt man fest, dass in Hausdorff-Réumen die Implikation (1) = (2)
gilt, wihrend die Implikation (2) = (1) nicht gilt.

Der Satz von Alaoglu lieferte uns, dass die abgeschlossene Einheitskugel des Dualraumes stets schwach-x-
kompakt ist. Dass dieser Satz so von Bedeutung ist liegt unter Anderem daran, dass eine abgeschlossene
Einheitskugel eines unendlich-dimensionalen Raumes stets nicht kompakt ist.

Satz 33

Sei (X, || - ||) normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B(0,1) = {z € X | ||=| < 1}
kompakt in X (beziiglich der durch die Norm induzierten Topologie) genau dann, wenn X endlich-
dimensional ist.

Beweis. <. Ist klar (nach dem Satz von Heine-Borel; siche Analysis 2)

=.
Wir wihlen € = 5. Nach Annahme sei B(0, 1) kompakt, es gibt also eine endliche Menge {a1,...,a,} C

B(0,1), sodass B(0,1) C | B(an,€) (e-Netz-Eigenschaft). Wir setzen V := L(ay,...,a,); dies ist ein
=1

endlich-dimensionaler, also abgeschlossener Teilraum von X. Wir behaupten nun, dass V = X. Indirekt

gelte V # X. Dann gibt es ein € X\V. Es ist jedenfalls x # 0.

Es ist weiters a := d(z, V) = in‘f/ |l — v|| > 0, denn sonst gébe es eine Folge aus V, die gegen z konver-
ve

giert, womit nach Abgeschlossenheit von V' auch z € V' sein miisste, was ein Widerspruch zur Wahl von
 ist. Nach Infimums-Eigenschaft gilt: Iy € V: o < ||z — y| < 3. Mit 2 := ﬁ € B(0,1) folgt, dass
esein k € {1,...,n} derart gibt, dass ||z — ax|| < e= 3.

So erhalten wir eine Darstellung

r=y+r—yllz=y+llz—yl(z—ar+ar) =y +llz—yllar + |z - yll(z — ax)

< - (y+ |z —yllar) = ||l — y||(z — ar). Auf beiden Seiten die Norm angewendet liefert:

|z — (y+ ||z — yllaw)|| = ||z — yl| |z — ax . Damit erhalten wir den Widerspruch a < 3av.
—_— ——— ——

ev <3a <

[N

>a

O

Definition 45 o
Eine Menge M C X eines topologischen Raumes (X, T) heifit relativ kompakt, falls M kompakt ist.

In Worten: Eine Menge heifit relativ kompakt, falls ihr Abschluss kompakt ist.

Beispiel 37 (*)
Sei (X, - |) ein endlich-dimensionaler normierter Raum. Nach dem Satz von Heine-Borel ist Kompakt-
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heit einer Menge &dquivalent zur Beschrianktheit und Abgeschlossenheit. Fiir eine beliebige beschrinkte
Menge B C X ist B klarerweise abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Damit ist jede beschrinkte
Teilmenge relativ kompakt. Umgekehrt muss jede relativ kompakte Menge auch beschriankt sein, da ihr
Abschluss sonst unbeschrénkt, also nicht kompakt wére.

Im Endlich-dimensionalen ist eine Menge also relativ kompakt genau dann, wenn sie beschréinkt ist.

Satz 34 (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei (X, d) kompakter metrischer Raum. Es sei (C(X), | - ||oo) der Raum aller stetigen Funktionen von
X nach K versehen mit der Supremumsnorm. Sei K C C(X). Dann gilt:

K ist relativ kompakt genau dann, wenn K

(1) punktweise beschriinkt ist, dh.
Vre X AM, eRVfec K: |f(z)] < M,
und

(2) gleichgradig stetig ist, dh.

Voo € X Ve > 036 >0 Ve € B(xo,d) Vfe K: |f(z)— flxo)| <€
Lemma 16 (*)
Sei (X, d) metrischer Raum und K C X. Es gilt:

K ist relativ kompakt < Jede Folge aus K besitzt eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert nicht
zwangsweise in K liegen muss).

Beweis. =. Ist klar (da es sich um einen metrischen Raum handelt, ist (Uberdeckungs-)Kompaktheit
dquivalent zur Folgenkompaktheit).

<.
Sei (z,) € fN eine beliebige Folge aus K.

1.Fall Seien unendlich viele Folgenglieder aus K, dh. es gibt eine Teilfolge (z,, ) die ganz in K liegt. Nach
Annahme besitzt diese eine konvergente Teilfolge (a?nkl ), deren Grenzwert (wegen der Abgeschlossenheit

von K) in K liegen muss.

2.Fall Seien fast alle Folgenglieder aus K\K. O.B.d.A. seien tatsichlich alle Folgenglieder aus K\ K. Es
gilt nach Eigenschaft des Abschlusses: Vn € N Jy, € K : d(zp,yn) < % Damit erhalten wir eine Folge
(yn) € K.

Nach Annahme gibt es wieder eine konvergente Teilfolge (yy, ), deren Grenzwert z in K liegt. Dann gilt:
d(xn,,, 2) < d(Xn,,, Yny) + d(Yn,,, 2) — 0, also ist z € K der Grenzwert der Teilfolge (zy,, ).
—_————  ——

<70 —0
Es folgt die Kompaktheit von K aus der gezeigten Folgenkompaktheit.
O

Satz 35
Sei 1 < p < oo und (7, -||,) der Raum der p-summierbaren Folgen (siche Beispiel 11, Seite 14, wir
notieren die Folgen nun bewusst als Funktionen). Es sei K C [P. Dann gilt:

K ist relativ kompakt genau dann, wenn gilt:

(1) K ist punktweise beschrénkt, dh.
VkeN3IM, e RYf e K : |f(k)] < My

und

(2) > |f(k)|P konvergiert beziiglich Variieren der Funktion f gleichmifig, dh.
k=1

VYe>03INeNVfeK: > |[f(k)P<e
k=N
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Beweis. =.

Sei K relativ kompakt. Da K kompakt ist, ist K beschrinkt (sonst giéibe es beispielsweise kein endliches
e-Netz), und damit ist auch K als Teilmenge einer beschrinkten Menge beschrinkt. Also gibt es ein
M > 0 derart, dass || f||, < M fiir alle f € K, insbesondere gilt Vf € K Vk € N: |f(k)| < ||fll, < M,
speziell erfiillt also dieses M die Eigenschaft (1).

Sei € > 0 beliebig. Da K kompakt ist gibt es (nach e-Netz-Eigenschaft) fi,...,f, € K derart, dass
Ve K 3ie{l,...,n}: ||f — fillp <e Essei N € N vorldufig beliebig.

Fiir ein beliebiges f € K und dazu wie oben passend gewihltes f; gilt die Abschitzung (Dreiecksunglei-
chung):

(£ 1rwr)” < (i 1£06) ﬁ(kﬂp) . (£ 1) g

k=N

3=

<If=fillp<e

Dabei ist ( S fi(k)|p> " < max < S fj(k)v’) " < ¢, falls N hinreichend grof gewshlt wird (dies
k=N J " \k=N

ist moglich, da die Reihenreste beliebig klein werden und nur endlich viele f; zu berticksichtigen sind).

p

Daraus folgt insgesamt die Abschitzung < SIS (k)|p> < 2¢ ; mit etwas mathematischer Kosmetik
k=N
1 0
(setze statt e den Wert <) folgt auch wie gewiinscht Y~ [f(k)[P < e.
k=N

Dabei wurde N nur abhingig von ¢ und unabhéngig von f gewiihlt; Dies erfiillt Eigenschaft (2).

<.
Um die Kompaktheit von K zu zeigen, werden wir vorheriges Lemma verwenden. Es sei (f,,) eine Folge
in K.

Fiir ein fixiertes k € N ist (f,,(k))nen eine Folge in K. Nach Eigenschaft (1) ist jede dieser Folgen be-
schrinkt und besitzen somit jeweils konvergente Teilfolgen (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Damit notieren
wir eine neue Indexfolge (n')pen:

e (fn(1))nen besitzt mit einer Indexfolge (n;);en eine konvergente Teilfolge (fy, (1))ien. Es sei 1’ := ny

® (fn,(2))ien besitzt mit einer Indexfolge (ny,, )men eine konvergente Teilfolge (f,, (2))men. Es sei
2/ =Ny,

Induktiv fortgesetzt:

e Mit der bisher immer weiter eingeschrinkten Indexfolge n besitzt (f7(k))nen eine konvergente
Teilfolge mit einer noch weiter eingeschrinkten Indexfolge. Es sei k¥’ das k-te Folgenglied dieser
Indexfolge.

Grob beschrieben geschieht folgendes: Man wihlt eine Indexfolge derart, dass die erste Folge konvergiert;
Dann wéhlt man daraus eine Indexfolge derart, dass die zweite Folge konvergiert und so weiter. Schreibt
man sich diese Indexfolgen in Tabellenform auf, so ist bildet die Diagonale dieser Tabelle unsere neue
Indexfolge n'. Deshalb spricht man hier auch von einem ”Diagonal-Beweis”.

Aufgrund der Konstruktion existiert fiir jedes k € K der Grenzwert lim f,/ (k) =: f(k).

n—00

Es folgt mit Eigenschaft (2):

Ve > 0 3N, € N Vn’ Index der oben beschriebenen Teilfolge : | frr (K)|P < €
k=N,

N
woraus auch folgt: > |fn (k)P < € fiir alle N > N.. Mit n’ — oo folgt aus lim f,/(k) = f(k), dass
k=N, n’—oo
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o)
|f(E)|P < e fiir alle N > N.. Der weitere Grenziibergang N — oo liefert kzz:v lf(B)P <e.

=

k
Damit erhalten wir bereits, dass f € IP. Es verbleibt noch zu zeigen, dass f,» — f beziiglich der p-Norm

konvergiert.

Sei € > 0 beliebig. Aus mehrmaliger Verwendung der Dreiecksungleichung folgt:

o0 % N.—1 % e}
[frr = fllp = (k; | e () — f(k)|p> < < > fw (k) — f(k)|p) + <k§v | (k) = f(k)|”>

P

k=1
N.—1 P 0o % =) %
< ( 5 Ifnf(k')—f(k)p> +<z Ifn/(k)p> +<z If(k)p>
k=1 k=N, k=N,

Dabei sind die letzten beiden Terme nach der vorher hergeleiteten Abschéitzung jeweils kleiner als €.
1
Auch der erste Term ist kleiner als e», wenn n’ nur hinreichend grof§ gewé#hlt wird. Insgesamt folgt
1
|| fnr = fllp < 3€?, es konvergiert also f,, — f.

O
Lemma 17
Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Rdume und sei f : X — Y stetig. Sei K C X. Dann gilt:
Ist K kompakt, dann ist auch f(K) kompakt. Ist K relativ kompakt, dann ist auch f(K) relativ
kompakt.

Definition 46
Seien (X, | - |lx), (Y, || - [ly) normierte Rdume. Sei T': X — Y ein linearer Operator.

Gelte fiir alle beschrinkten Teilmengen B C X, dass T(B) relativ kompakt ist. Dann heifit die Abbil-
dung T kompakt.

Zudem definieren wir K(X,Y) := {T : X — Y | T kompakt} die Menge aller kompakten Operatoren
von X nach Y.

Im Worten: T ist kompakt, wenn das Bild jeder beschrinkten Teilmenge relativ kompakt ist.

In der Definition wird nicht gefordert, dass T" beschrénkt ist; Beschréinktheit folgt ndmlich automatisch,
falls der Operator T" kompakt ist.

Korollar 12
Seien (X, |- ||x), (Y, |- |ly) normierte Réume und sei T': X — Y ein kompakter Operator. Dann ist T
linear und beschrankt.

Beweis. (*) Linearitidt von T ist Bestandteil der Definition der Kompaktheit von T'. Fiir die Operator-
norm gilt:

7= sup |[T(@)lly= sup yly< sup |[yly
z€Bx(0,1) y€T(Bx(0,1)) yeT(Bx(0,1))

Da die Menge Bx(0,1) in X beschriinkt ist, ist das Bild T((Bx (0, 1)) relativ kompakt, somit 7'(Bx (0, 1))
kompakt. Die Norm || - ||y nimmt als stetige Abbildung nach R auf diesem Kompaktum ein (endliches)
Maximum an. So folgt aus obiger Ungleichung ||T']| < occ. O

Beispiel 38
Weiter oben haben wir festgestellt, dass in endlich-dimensionalen normierten Raumen relative Kompakt-

heit dquivalent zur Beschriinktheit ist. Falls Y endlich-dimensional ist, gilt fiir jedes T € B(X,Y), dass
das Bild einer beschriankten Menge beschréinkt und somit relativ kompakt in Y ist.

Falls also Y endlich-dimensional ist, sind alle linearen und beschrénkten Operatoren aus B(X,Y') kompakt
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(da jeder kompakte Operator auch beschriankt ist folgt K(X,Y) = B(X,Y)).

Lemma 18
Seien (X, |- |lx), (Y, ]| - |ly) normierte Rdume.

Dann ist K(X,Y) ein Teilraum von L(X,Y):={T: X — Y | T linear} (bzw. auch von B(X,Y)).

Seien (W, || - lw),(Z,]| - |lz) weitere normierter Rdume und seien F' € L(W,X), T € K(X,Y) und
Ge L(Y,Z). Dannist GoT o F € K(W, Z).

Beweis. Wir wollen bei diesem Beweis nicht auf Details eingehen. Zu zeigen, dass K(X,Y) ein Teilraum
ist, ist eine mehr oder minder einfache Aufgabe. Dass GoT o F' € K (W, Z) gilt, folgt aus den Kenntnissen,
dass das lineare Bild einer beschriankten Menge wieder beschrankt und das lineare Bild einer relativ
kompakten Menge wieder relativ kompakt ist. O

Beispiel 39
Wir greifen das Beispiel 13 auf Seite 16 nochmals auf. Solche Operatoren sind beispielsweise in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung relevant.

Es sei k € C([a,b]?) und T Cla.b] = Cla. o Dabei seien alle R der S

s sei k € C(a, un : b . Dabei seien alle Rédume mit der Su-
o (2 [ kG, 9)f () dy)

premumsnorm || - || versehen. Linearitéit von T ist offensichtlich. Wir wollen nun zeigen, dass T ein

kompakter Operator ist.

Dazu sei K C C beschrankt mit ||f|lcc < M € R fiir alle f € K. Wir verwenden den Satz von Arzela-
Ascoli um zu zeigen, dass T(K) relativ kompakt ist. Die gleichméBige Beschrénktheit folgt schnell aus

T @) = |2 kG 9) f @) dy| < 1l - [ ()] dy < M - [7 b(w,y)| dy = M, i ein @ € [a,8]

Fiir die gleichgradige Stetigkeit verwenden wir, dass k als stetige Funktion auf der kompakten Menge
[a,b]? gleichmiiBlig stetig ist. Es gilt also:

Ve > 035 >0 VY(x,y),(,y) € [a,b]?: |[(z,y) — (2/,9)|2 <5 — |k(z,y) — k(z',y')| < ¢, insbesondere
gilt |z — x| <0 — |k(z,y) — k(zo,y)| <e.

Sei nun € > 0 und x € [a, b] beliebig. Mit § > 0 wie oben gewéihlt folgt fiir |z — x| < § und f € K:

b b b
IT())(@) = T(F)wo)l = | [ (k(a, y) = k(wo, v))f () dy| < M- [ k(w,y) = k(zo,y)| dy < M- [} dy =
M (b — a)e. Damit erhalten wir die gleichgradige Beschrinktheit.

Insgesamt folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli, dass fiir jede beschrinkte Menge K das Bild T'(K) relativ
kompakt ist. Damit ist der Operator 7" kompakt.

Satz 36
Sei (X, ] - ||x) normierter Raum und (Y || - ||y) Banachraum. Dann ist K (X,Y") ist ein abgeschlossener
Teilraum des Banachraumes (B(X,Y), || - ||)-

Beweis. Sei T € K(X,Y). Wir wollen zeigen, dass T € K(X,Y), also dass T kompakt ist. Dazu sei
B C X eine beschrinkte Menge mit Vb € B : |[|b|| < M fiir ein M > 0. T(B) ist als abgeschlossene
Teilmenge des Banachraumes B(X,Y") vollstindig. Wenn wir zeigen, dass diese Menge total beschrinkt
ist (also fiir beliebiges ¢ > 0 ein endliches e-Netz besitzt), folgt daraus wie gewiinscht die Kompaktheit.

Sei also € > 0 beliebig. Nach Eigenschaft des Abschlusses gilt: 3K € K(X,Y) : ||T — K|| < 55;. Zudem

ist K(B) kompakt. Es gibt also dafiir also ein endliches §-Netz: K(B) = |J B(yi, 5); insbesondere gilt
i=1

?

1, yn € KB) V2 e KB) Jie {1,...,n}: |z —ull < &
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Dann folgt fiir ein beliebiges z € B und geeignet gewéhltem ¢ € {1,...,n}:
1T(z) = yill < |1 T(x) = K@) + | K(z) —pill < |T = K| - lz|| + || K(x) —yil| <e
e e e

<5 <M <

[V

Damit bilden yi, ...,y ein e-Netz fiir die Menge T(B). Ist nun z € T'(B), so gibt es eine Folge x,, € B,
wobei T'(x,) — z konvergiert. Dabei muss zumindest eine Teilfolge (T'(z,,)) ganz in einer bestimmten
§-Kugel des Netzes B(y;, 5) enthalten sein (da es sich nur um endlich viele Kugeln handelt). Mit diesem
Wissen folgt: |12 — yill = fim |7(ea,) 3] < c.

<e

Also bilden y1,...,y, ein e-Netz fiir die Menge T'(B) (bis auf die Ungleichung < statt <; dies ist fiir die
Definition aber nicht weiter von Bedeutung).

O
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13 Spektrum linearer Operatoren

Zum Schluss behandeln wir einige grundlegende Definitionen und Sétze der Spektraltheorie; Da die-
se Theorie sehr umfangreich ist werden wir uns nun der Einfachheit halber auf Banachrdume iiber C
einschrinken und nur auf die Spektraltheorie von kompakten Operatoren etwas nidher eingehen.

Definition 47
Sei (X, ||-|I) Banachraum iiber C. Sei T' € B(X, X) und sei A € C. Wir notieren T = A—T := X\-Idx—T,
wobel Idx die Identitat auf X bezeichne.

e ) heifit regulidrer Wert von T, falls T invertierbar und die Umkehrabbildung stetig ist.

A heifit Spektralwert von 7', falls A kein reguldrer Wert von T ist.

A heifit Eigenwert von 7', falls T nicht injektiv ist.
Ist A reguldrer Wert, dann heifit die Umkehrabbildung Ry := T} ! Resolvente von T zu .

Res(T) := {X € C | X ist reguldrer Wert von T'} heifit die Resolventenmenge von 7.

Spec(T) := {\ € C | X ist Spektralwert von T} heifit das Spektrum von 7.

Man stellt leicht fest, dass jeder Eigenwert auch ein Spektralwert, aber nicht zwangsweise jeder Spektral-
wert ein Eigenwert ist. Nur zu einem Eigenwert gibt es dann auch einen Eigenvektor, daher ein x € X\ {0}
derart, dass T'(z) = Az gilt. Im Endlich-dimensionalen entsprechen Spektralwerte und Eigenwerte einan-
der, weil dort Injektivitit und Surjektivitéit einer linearen Abbildung dquivalent sind.

Da wir X als Banachraum vorausgesetzt haben kénnen wir ein Korollar des Satzes der offenen Abbildung
anwenden. Es folgt: ) ist genau dann ein regulirer Wert, wenn T bijektiv ist (die Umkehrfunktion Ry
ist dann automatisch stetig).

Lemma 19
Sei (X, | - |) Banachraum, 7' € B(X,X) und A € C.

Gelte |A| > ||T||. Dann ist A € Res(T) (X ist reguldrer Wert von T).

Insbesondere gilt: Vi € Spec(T) : |u| < ||T| und die Resolvente Ry = Ty ' besitzt die Darstellung
Ri(y) = > 55T (y) (vgl. Neumann-Reihe; Lineare Algebra)
n=0

Beweis. Wir zeigen Injektivitdt und Surjektivitat von T).

Injektivitét.
Indirekt sei T nicht injektiv. Dann 3z € X, © #0: T'(x) = Az, woraus folgt
Al -zl = [|Az|| = [T (2)|| < |T||||z||, also erhalten wir den Widerspruch || < ||T]|.

Surjektivitét.
Sei y € X beliebig. Wir konstruieren ein x € X derart, dass Ty (z) = y. Dazu definieren wir

o0

z:= Y 5 T"(y). (T™ bezeichne die n-malige Hintereinanderausfithrung ToT o - - - o T; beachte: A # 0,
n=0

da [A] > |[T]| = 0)

Dieses x ist wohldefiniert, denn die Reihe ist absolut (beziiglich Norm) konvergent mit
|

e < 0 ol 2 (N7 geom. Reihe yy 4
> AT 1T ()l < X2 [T 1™ lyll = ™ > = Al 1ZIZT <00
n= n= n=
0 0 o \[Al X1
<1

Aufgrund der Stetigkeit von T gilt:
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s as Indexverschiebun, as
T0) =T ( £ ST (1)) = 5 D) =) £ pngy) =

n=0 n=1
A L ™ 1l =\ YY) =\
A+l (y)_X = (x_X)_ r—Yy
n=0
Damit folgt wie gewiinscht T'(z) — Az = Th\(z) = y. |
Satz 37

Sei (X, || - ||) Banachraum und T' € B(X, X). Es gilt:
Res(T) ist offen und Spec(T) ist kompakt (in C).

Beweis. Wir zeigen, dass Res(T) offen ist. Daraus folgt, dass Spec(T') = Res(T)¢ abgeschlossen ist. Weil
Spec(T) zudem nach dem vorherigen Lemma beschriinkt ist, folgt dessen Kompaktheit in C.

Es sei \g € Res(T) und \ € C derart, dass |A — X\o| < [|[R», ||~ (diese Operatornorm ist wohldefiniert, da
die Resolvente nach obiger Bemerkung beschrinkt ist). Wir zeigen, dass A € Res(T') gilt.

Wir halten fest: Ty, o Ry, = Ry, © Th, = Idx. Daraus folgt:
T,\ = )\Idx—T = Ao-IdX—T—F()\—)\())-IdX = T)\O—FT)\OOR,\O-()\—)\Q) = T)\OO(Idx+()\—>\0)-R)\O).

Der letzte Operator Idx +(A—Ag)- Ry, ist invertierbar; der Beweis dafiir ist analog zu dem des vorherigen
Lemmas. Damit folgt, dass T} als Hintereinanderausfithrung invertierbarer Funktionen wieder invertierbar
und A somit in Res(T') ist. O

Definition 48
Sei (X, ] - |) Banachraum und T' € B(X, X).
o Spec,(T) :={X € C| X ist Eigenwert} = {\ € C | T) ist nicht injektiv}
heifit das Punktspektrum von 7.
o Spece(T) :={\ € C | T\ ist injektiv, nicht surjektiv und 75 (X) ist dicht in X}
heifit das kontinuierliche Spektrum von 7.

o Spec,(T) := Spec(T)\(Spec,(T) U Spec.(T))
heifit das residuelle Spektrum von 7.

Nach diesen Definition ist das Spektrum von T die disjunkte Vereinigung dieser Mengen:
Spec(T) = Specy(T) U Spec.(T) U Spec,(T)

Lemma 20
Sei (X, || - ||) Banachraum und T' € B(X, X).

Dann existiert der Limes p(T') := 1Lm |77 % . Fiir diesen gilt weiters:
o p(T) <|IT]|
o VA € Spec(T) : |\ < p(T)
o I)\g € Spec(T) : |Xo| = p(T)

Definition 49
Sei (X, || - ||) Banachraum und T' € B(X, X).

Der obige Limes p(T) := lim # heift der Spektralradius von 7.
n—oo

™
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Nun widmen wir uns noch kurz der Spektraltheorie kompakter Operatoren (Theorie von Riesz-Schauder).

Falls wir mit einem konkreten Spektralwert A # 0 eines Operators T arbeiten, ldsst sich T darstellen
als T\ = Mdx — T = A (IdX — %T) Ist der Operator kompakt, so ist auch %T kompakt; weiters
besitzen A (I dx — %T) und Idx — %T denselben Kern und dasselbe Bild, es gleichen sich also auch
Injektivitdt und Surjektivitédt. Deshalb werden wir zunéchst den Spezialfall A = 1 betrachten und daraus
Schlussfolgerungen fiir beliebige Werte treffen.

Lemma 21
Sei (X, || - ||) Banachraum und T' € B(X, X). Sei V := Idx — T. Seien M C L C X abgeschlossene
Teilriume mit der Eigenschaft V(L) C M. Dann gilt: 3a € L\M, ||a|| < 1Vz € M : |T(z)—T(a)|| > 1

Beweis. Sei b€ L\M. Es folgt b# 0 und o := d(b, M) = nigw b —m| > 0.

Also Jy € M :a < [[b—y|| < 2a. Mit a := M(b —y) gilt [|la]| =1 und

VzeM: a—z= M(b — (y+|b—yl|2)), folglich |a — z|| > Tooal 2 1.
eM

Sei nun x € M. Es folgt ||T(a) —T(z)||=|la—V(a) =2+ V(z)| = |la— (z+ V(a) — V(z))| > O

eM

1
3

Satz 38
Sei (X, -]|) Banachraum, T' € K(X,X) und V := Idx — T. Dann gilt:

(1) ker(V) ist endlich-dimensional.

(2) Im(V) ist abgeschlossen.

(3) Die Dimension des Faktorraumes X /rm(v) ist endlich (Im (V') hat endliche Co-Dimension in X).
(4)

4) Falls ker(V) = {0}, so ist V : X — Im(V) linearer und beschrénkter Isomorphismus (speziell ist
dessen Umkehrfunktion stetig).

Beweis. (1).
ker(V') ist als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Abbildung V' abgeschlossen. Fiir
ein z € ker(V) gilt V(z) =2z —T(z) =0, also T'(z) = x.

Sei nun B := Bye,(v)(0,1) = {x € ker(V) | |lz|| < 1} die abgeschlossene Einheitskugel von ker(V'). Diese
Menge ist beschrinkt und abgeschlossen. Nach vorheriger Uberlegung gilt, dass T(B) = B; da T ein

kompakter Operator ist, ist B relativ kompakt; da B bereits abgeschlossen ist, ist B kompakt. Aus Satz
33 auf Seite 51 folgt, dass ker(V) endlich-dimensional ist.

(2).
Indirekt sei Im (V') nicht abgeschlossen. Dann gibt es eine Folge (y,,) = (V(z)) in Im(V) (mit z,, € X),
wobei y, = V(z,) = y & Im(V) gilt. Da y # 0 kénnen wir O.B.d.A. annehmen, dass Vn € N: y, # 0,
also Vn € N : =z, & ker(V) gilt. Da ker(V) abgeschlossen ist, gilt o, = d(x,,ker(V)) > 0. Dann
Fup, 0 ap < ||2n — unll < 200,

—_———

=:0,

Unser néchster Zwischenschritt ist, zu zeigen, dass ©,, — oo. Nehmen wir indirekt an, dass (z,, — uy,)
eine beschriinkte Teilfolge (z,,; — uy/) besitzt. Dann ist die Menge {z,; — u,s | n € N} beschrinkt. Das
Bild T({zn — uns | n € N}) ist relativ kompakt, also besitzt die Folge (T'(x,, — uy/)) eine konvergente
Teilfolge (T(xn// — un//)) — 1’ € X. Somit gﬂt Tprr — Upr = IdX (xn// - un//) = (V + T) (l’n// - un//) =
V(zpr —upr) +T(xpr —upr) = y+a’ =z € X. Darus folgt jedoch V(2 —upr) = V(z) =y € Im(V)
im Widerspruch zu y € Im(V).
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Da also (2, — u,) und infolgedessen auch (©,) keine beschrinkte Teilfolge besitzen, muss 6,, — oo

gelten. Mit v, := m(xn —Up) = @in(xn — uy,) erhalten wir eine Folge normierter Elemente
1

(Vn € N: |lug|| = 1) mit V(v,) = — V(x,) — 0; Da die Folge (v,) insbesondere beschréinkt ist
O ~——

V -y
—0

gilt (mit gleichem Argument wie zuvor), dass die Folge (T'(v,)) eine konvergente Teilfolge (T'(v,)) mit
T(vp) = v € X besitzt.

Es folgt v,y = V(vp)+T(vp) — v. Da also 0 = lim V(v,) = V(v) ist v € ker(V). Somit ist

—— — n—=00
—0 —v
Ty — U
Up +Onv € ker(V) und es gilt o, < ||z, — (un +Op0)|| = O] % —v|| = Op|lvn —v|| < 20, ||vn —|.
H/n_/

=Un

Daraus folgt schlussendlich der Widerspruch Vn € N: |lv, — v|| > 1, obwohl v,, — v.

Indirekt. Sei die Co-Dimension von Im(v) unendlich. Wir setzen Ly := Im(V') und konstruieren induktiv:
Fiir n € N sei a,, € X\ L,,_1 beliebig gewihlt und L,, := L(Im(V),ay,...,ay). Diese induktive Konstruk-
tion der Folge (a,) ist moglich, denn aus der unendlichen Co-Dimension folgt, dass X\L,, # 0 fiir alle
n € N gilt. Die Menge Lo = I'm(V) ist nach dem vorherigen Punkt des Satzes abgeschlossen; Nach dem
Satz 11 auf Seite 17 sind auch alle weiteren L,, abgeschlossen.

Nun konstruieren wir nochmals eine Folge. Fiir ein fixiertes n € N gilt L, C L,_1, zudem V(L,) C
V(X) C Lp—1. Damit sind die Voraussetzungen des vorherigen Lemmas erfiillt. Dieses sagt uns: 3b,, €
Lo \Lp_1,||bn]| <1V € Ly : | T(z) =T (by)|| > %

Es folgt fiir die Folge (T'(b,,)) nun einerseits, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzen muss, da die Folge
(byp,) mit ||b,]] < 1 beschrénkt ist (siehe obige Argumentation). Andererseits gilt fiir beliebige m # n € N:
|T(bn) — T(by,)| > 3; Die Folge kann also unméglich eine konvergente Teilfolge besitzen. Widerspruch!

(4).

Dass V linear und beschrénkt ist, ist klar, da V' = Idx —T mit den linearen und beschréankten Operatoren
Idx und T ist. Bijektivitit ist auch klar; Injektivitéit gilt nach Voraussetzung und Surjektivitdt ist
durch die Einschrinkung der Zielmenge gegeben. Da wir in einem Banachraum X arbeiten sind die
Voraussetzungen des Satzes der offenen Abbildung erfiillt; Nach Korollar 9 auf Seite 31 ist auch die
Umkehrfunktion beschrénkt. O

Satz 39
Sei (X, || - ||) Banachraum, T € K(X,X) und V := I — T. Fiir k € N sei weiters Ny := ker(V*) und
Ry := Im(V*). Es gilt:

(1) Yk € N: Ny ist endlich-dimensionaler Unterraum und Ny C Ng41
vm € N: R, ist abgeschlossener Unterraum, besitzt endliche Co-Dimension und R,, O R;41

(2) Jky € N : (Vk < ko: Ni - Nk+1) und (Vk >ko: Np= Nk+1)
Imo € N: (Vm <mg: Ry 2 Ripa1) und (Ym > mp: Ry = Ria1)
Dabei gilt kg = my.
Im Worten: Die Mengenfolgen Ny und Ry sind aufsteigend beziiglich Mengeninklusion. Sie nehmen
bis zu einem gewissen Index ky = mg echt zu bzw. ab, und bleiben dann fiir alle weiteren Indizes
gleich (sie werden stationér).

(3) ' re B(X,Ry,),n € B(X,Ni,) Ve € X : x=r(z)+n(z) (Es besteht speziell die direkte Summe
X = Nko @ Rko)

(4) Vg, : Rk, — Ry, ist Isomorphismus.
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Beweis. (1).
Wir greifen auf ein paar Mittel der Algebra zuriick (fiir Details siche also Algebra Vorlesung/Ubung). Es
ist (End(X),+, o) ein Ring mit Eins (End(X) bezeichnet die Menge aller additiven Endomorphismen auf
X und o bezeichnet die Hintereinanderausfithrung). Da Idx o T = T o Idx gilt, ldsst sich der binomische
Lehrsatz anwenden: .
Fiir fixiertes k € N gilt: V¥ = (Idx — T)F = 3. (’?)(—1)’Tz =Idx — Z () (—1)"t7,

i

. (2
=0 i=1

=T}

T} ist dabei als Linearkombination von Hintereinanderausfithrungen des kompakten Operators T wie-
der kompakt; Auf diesen ldsst sich also wieder unser vorheriger Satz anwenden, welcher uns liefert, dass
N, endlich-dimensionaler Unterraum und Ry, abgeschlossener Unterraum mit endlicher Co-Dimension ist.

Die beschriebenen Mengeninklusionen sind klar:
Falls x € Ny, so ist V¥(z) = 0, also auch V(V¥(x)) = V¥+(z) = 0 und © € Nyy1.

Falls y € Ry41, so gibt es ein z € X, dass V™ (z) = V™(V(z)) =y, also y € R,
——
ex

(2).

Wir zeigen zunéchst: 3k € N : N = Nii1. Indirekt gelte: Vk € N N C Ngy1. Nun verfolgen wir
diesselbe Idee wie im vorherigen Satz im Punkt (3). Die Kerne N sind abgeschlossene Teilrdume. Da die
Voraussetzungen des obigem Lemmas erfiillt sind, gibt es fiir jedes k € N ein by, € Ny41\Ng mit [|bg| <1
derart, dass Vo € Ny, : ||T(z) — T(by)| > %, folglich gilt fiir k # [, dass | T'(bx) — T(b)| > 4. Die Folge
(T'(bg)) kann also unméglich eine konvergente Teilfolge besitzen, obwohl sie wegen der Kompaktheit von

T sehr wohl eine besitzen miisste. Widerspruch!

Weiters zeigen wir: Ny = Ngi1 — Niy1 = Ngyo. Nikt1 C Nigo wissen wir bereits. Sei also € Niyo.
Dann ist VF*2(z) = V**1(V(2)) =0 & V¥V (z)) = VF1(z) = 0. Damit gilt Ny 2 C Nj,1. Falls die
——

ex
Folge Ny also einmal stationédr wird, bleibt sie das fiir immer.

Wiéhlen wir nun kg = min{k € N | N, = Ny41} erfiillt dieser Index genau die geforderte Eigenschaft.
Vollig analog lisst sich die zweite Aussage fiir R,,, beweisen.

Fiir die Gleichheit ky = mg zeigen wir nur kg > myg. Die verkehrte Ungleichung ist dhnlich zu zeigen. Wir
halten zunichst fest: Es gilt Ny, N Ry, = {0}. Denn sei y € Ny, N Ry,, dann gilt V*o(y) = 0 und mit
geeignetem z € X V*o(z) = y. Dann folgt 0 = V?*(z) = V*0(x) = y, also beinhaltet Ny, N R, nur den
Nullvektor.

Indirekt angenommen sei kg < mg. Dann ist Rg, 2 Rmg- Sei 2 € Rypg—1\Rm,- Es ist V(2) € Ry, =
Rpmg41, also gibt es ein x € Ry, mit V(z) = V(2). Dannist z—x € N1 C Nj, und gleichzeitig z—z € Ry,.
Aus der anfinglichen Uberlegung folgt z — « = 0, also = z. Die fithrt zum Widerspruch = € R,,, und
2 & R,

3).
Sei * € X beliebig.Es ist V¥ (z) = Ry, = Rop, = VF(Ry,). Also 3y € Ry, : VF(@) = VF(y),

folglich ¢ — y € Ni,. Damit ldsst sich = zerlegen in z = Y + (2 —y) . Damit ist die Existenz
=w(z)ERr, =:n(z)ENg,

einer Zerlegung bewiesen. Eindeutigkeit folgt einfach aus der vorher behandelten Gleichung Ny, N Ry,
Linearitét folgt dann einfach aus der Eindeutigkeit. Beschrianktheit folgt aus den Kenntnissen, dass Ny,
endliche Dimension und Ry, endliche Co-Dimension besitzen.

(4).
Mit Nk, N Ry, = {0} folgt, dass ker(V|g,,) = {0}, also Injektivitédt. Surjektivitét ist klar. Die Umkehr-
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funktion ist wieder wegen des Korollars 9 auf Seite 31 beschriankt (Satz der offenen Abbildung). O

Korollar 13
Sei (X, | - ||) Banachraum, 7' € K(X,X) und V := 1 — T. Es gilt:

Wenn V injektiv ist, ist V' auch surjektiv.

Beweis. Ist V injektiv, so ist N3 = {0}, also ist die Mengenfolge Nj, von Anfang an stationir (kg = 1).
Es folgt X = Ry @ N1 = Ry, also Im(V) = X (Surjektivitéit). O

Korollar 14
Sei (X, -||) Banachraum. Sei T' € K (X, X) kompakter Operator.

Dann ist jeder Spektralwert A € spec(T), A # 0 ein Eigenwert.

Beweis. Sei A # 0 ein Spektralwert. Nach dem Satz der offenen Abbildung (abermals Korollar 9, Seite
31) ist fiir jede bijektive, lineare beschrinkte Funktion auch die Umkehrabbildung stetig. Deshalb muss
gelten, dass T\ = A(Idx — 37 nicht injektiv oder nicht surjektiv ist. Aus dem vorherigen Korollar folgt
(mit +7 als kompakten Operator), dass falls T nicht surjektiv ist, diese Abbildung auch nicht injektiv
sein kann; selbiges gilt dann auch fiir 7). In jedem Fall ist A\ also ein Eigenwert. O

Satz 40 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren)
Sei (X, -]]) Banachraum und 7' € K (X, X). Dann gilt:

(1) spec(T') ist hochstens abzéhlbar. Falls spec(T") nicht endlich ist (es gibt eine Darstellung Spec(T') =
{A\n | n € N}) gilt: li_>m Ap, =0 und 0 € Spec(T).
(2) Ist X unendlich-dimensional, so ist 0 € Spec(T).

(3) Ist A € Spec(T'), A # 0, so gibt es eine eindeutige Zerlegung X = R(\) @ N(A), wobei R(A\), N(\) C
X Teilrdume mit folgenden Eigenschaften sind:

(i) R(\) ist abgeschlossen und N () ist endlich-dimensional.
(ii) Tx|rey) : R(A) = R(X) ist ein Isomorphismus.
(i) T(N(\)) € N(A) und Ik € N¥n >k : TP(N())) = {0}.
(4) ker(Tn) C N(\).
(5) Sind A, p € spec(T)\{0}, A # p, dann gilt N(p) C R(N).

Beweis. (1).

Wir zeigen: Fiir beliebiges € > 0 ist U, := {\ € spec(T) | |\| > €} endlich. Indirekt sei diese Menge nicht
endlich. Dann gibt es eine Folge von paarweise verschiedenen Spektralwerten (), die alle ungleich Null
und somit (nach obigem Korollar) Eigenwerte sind. Zu jedem Eigenwert ), gibt es einen Eigenvektor
T, € X; wie die Eigenwerte miissen auch die Eigenvektoren paarweise verschieden sein.

Die Menge dieser Eigenvektoren {z,, | n € N} ist linear unabhéingig (ohne Beweis). Nun setzen wir fiir
alle n € N: M,, := L(x1,...,z,). Diese Mengen sind agbeschlossen, offensichtlich ist auch M,, C M, 41,
sowie T'(M,,) = M, fiir alle n € N.

n
Fiir ein fixiertes n € N\{1} sei nun z = > agzy, € M, mit ay, € C. Dann gilt

k=1
1 n -
T,\n (1‘) = )\n(Idx(.T) — TT(%)) = kzl ak()\n — )\k)xk = kzl ak()\n — )\k)xk e M, .
n = =
=V, (z)

Es gilt also Vy, (M) C M,_1. Insgesamt sind wieder die Voraussetzungen des Lemmas 21 auf Seite 59
erfiillt und wir leiten einen Widerspruch her wie schon beim Beweis von Satz 38 (Seite 59) im Punkt (3);

62



Einfiihrung in die Funktionalanalysis  Version 21. August 2014 Spektrum linearer Operatoren

Fiir n € Nsei u,, € My 1\M,, ||un|| < 1Vx € M, : ||+ soL(@)— 5 L —T'(un)| = T (x) =T (un)|| > 3, dabei
gilt zusétzlich mit |\, | > e auch || T'(z) —T (up)|| > 5 . Gleich wie oben erhalten wir den Widerspruch, dass
(T'(un)) wegen Kompaktheit von T eine konvergente Teilfolge haben soll, was wegen der hergeleiteten

Ungleichung nicht moglich ist.

Nun gilt fiir die Menge aller Spetralwerte ungleich Null: spec(T)\{0} = J U.. Dies ist eine abzéhlbare
neN
Vereinigung endlicher Mengen und somit (auch wenn 0 hinzugefiight wird) héchstens abzihlbar. Falls

spec(T) unendlich ist, so ist diese Menge beschréankt (mit ||7']|) und besitzt somit zumindest einen
Héufungspunkt. Fiir diesen kommt kein Wert aufler 0 infrage, denn wére p # 0 ein Haufungspunkt,
so miisste die Menge B(u, |i|) N Spec(T) C Uli\ unendlich sein, was nicht der Fall ist. Somit muss jede
Folge an Eigenwerten von T' gegen 0 konvergieren. Da Spec(T) kompakt ist (wurde in einem Satz oben
behandelt), muss auch der Grenzwert 0 im Spektrum enthalten sein.

(2).

Sei 0 reguldrer Wert von T'. Dann ist T" bijektiv. Nach dem Satz der offenen Abbildung gilt fiir ein geeig-
netes § > 0: T(Bx(0,1)) D Bx(0,6). Da T relativ kompakt und Bx (0, 1) beschrinkt ist, ist T(Bx (0,1))
kompakt. Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist auch § - Bx(0,1) = Bx(0,4), somit
auch die abgeschlossene Einheitskugel kompakt. Nach einem obigen Satz folgt daraus die endliche Di-
mension von X.

(3)-

Wir erhalten die Existenz einer Zerlegung durch das Anwenden des obigen Satzes 39 (Seite 60) auf
Vi = Idx — +T; Die entprechenden Eigenschaften (i), (ii), (iii) sind mehr oder weniger leicht nachzuvoll-
ziehen.

Wir zeigen noch, dass die Zerlegung X = R()\) @ N(A) mit den Eigenschaften (i) bis (iii) eindeutig
bestimmt ist. Seien dazu die zwei Zerlegungen X = R(A) @ N(A) = R'(A )@N’()\) mit den gefor-
derten Eigenschaften gegeben. Dabei seien k und k' derart, dass Vn > k : TV(N(X)) = {0} baw.
Vo' >k TP (N'(N)) = {0} gilt.

Sei © € N'()\) beliebig. Dieses besitzt nun eine Zerlegung x = y + _z . Fiirn >k, k' gilt
~
ER(\) €N
0="TV(z) =TY(y) + T\(2) = T{(y). Esist y € R(A\); nach Annahme (ii) ist T)|p(x) ein Isomor-
=0 nach (iii)
phismus, also auch Ti|% ). Dann gilt wegen T3 (y) = 0 = T3'(0), dass y = 0. Es folgt x = z € N(}) und
insgesamt N'(A\) C N(\). Das Vertauschen der Rollen liefert die Gleichheit N'(A\) = N()).

Sei x € R'()\) beliebig. Es gibt wieder eine Zerlegung x = y + _z . Es gilt T% () &) T (y) € R(N).
~

eRrR(A) EN(V
Aus Isomorphie des Punktes (ii) folgt R'(A\) = TF(R'()\)), also insgesamt wieder R'(\) C R(A) und durch
Rollentausch R'(A) = R(\).

(4).
Die Zerlegung ist wie im obigen Punkt festgestellt durch Satz 39 (Seite 60) gegeben. Mit der Zerlegung
lasst sich dieser Punkt leicht nachweisen.

(5)-
. . . _ . k _
Sei x € N(u). Es gibt eine Zerlegung x = u_ + v . Essei k € N derart, dass T);(N()\)) = {0}.

EN(A)  €R(N)

Wegen der Darstellung T}, = T + (1 — A\)Idx gilt: T,(N(X)) C N(X) und T,,(R()\)) C R(\). Daraus folgt
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k k
0= Tl’f(:c) =T, (u) +T#(v).
S~ Y~
EN(X) ER(N)

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von R(\) @ N () gilt Tl’f (u) = Tl’f (v) = 0. Es folgt weiters, dass
u=xz—veENNNN().

k -
Der binomische Lehrsatz liefert mit o := p— A folgende Darstellung: Tl’f =aoFldx+ Y (1:) ak’lT/(. Damit
i=1
k . .
erhalten wir 0 = T (u) = ofu+ ; (]f) o ~T§ (u). Nun wenden wir auf beiden Seiten 7% ! an. Dies liefert

(Da* = T (u) = oF T (u).

1 N————
=0

-

uns: 0 = o*TF " (u) +

(2

Damit erhalten wir 7y~ '(u) = 0. Induktives Anwenden der oben beschriebenen Methode liefert uns
u = 0. Damit folgt schlieBlich x = v € R(A) und insgesamt N (u) C R()).

O
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